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Chapitre 1
Introduction
La régulation des colonnes à distiller est un des problèmes les plus étudiés à l'intersection
de l'automatique et du génie chimique. Durant les trente dernières de très nombreux
chercheurs ont proposé diverses méthodes pour l'appréhender. Nos travaux le
cadre de la commande non-linéaire des colonnes, initiée par Gauthier et Bornard au milieu de la
décennie précédente [44J. Ils sont directement inspirés des résultats de Lévine et Rouchon [98,
72], dont ils constituent une extension. Ces auteurs ont considéré plus particulièrement le cas
des mélanges binaires; notre principal résultat concerne le calcul de lois permettant le rejet. de
perturbations pour une classe de colonnes multicomposécs, les colonnes pseudo-binaires.
Ce mémoire comprend deux parties:
- la première est consacrée à l'établissement de modèles de la dynamique des colonnes. Nous
y proposons dans un premier chapitre une méthode pour la construction de modèles de
simulation. Dans lr-second chapitre, nous détaillons l'établissement d'un modèle simplifié,
appelé modèle (L,V). Les trois chapitres suivants concernent l'étude des propriétés de ce
modèle. Nous avons souhaité insister sur les difficultés particulières des mélanges non-
binaires. Le lecteur retrouvera donc la dichotomie colonne binaire-colonne multicomposée
dans l'étude des points stationnaires du modèle, dans l'étude de sa stabilité, et enfin
dans l'étude de sa réduction. C'est dans ce chapitre que nous décrivons une nouvelle
méthode pour réduire les modèles (L,V) de colonnes pseudo-binaires. Nous démontrons
alors plusieurs propriétés intéressantes vérifiées par de tels modèles réduits.
- la seconde partie traite de la commande des colonnes à distiller. Nous abordons dans un
premier chapitre la commande non-linéaire de modèles réduits. Le second chapitre est un
panorama des méthodes existantes. Par des simulations, nous comparons, au troisième
chapitre, les diverses approches. Un quatrième chapitre présente le logiciel temps réel
écrit pendant cette thèse et des relevés sur site. Dans le dernier chapitre, nous présentons
l'étude de deux colonnes couplées. Ce travail constitue à notre connaissance la première
tentative pour la commande non-linéaire de tels procédés.
On trouvera en annexe deux résultats nouveaux, sur la dynamique du flash et sur
bien des fonctions d'équilibre liquide-vapeur. Nous discutons ensuite brièvement de
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bilité d'un observateur récemment proposé. Cette partie annexe est complétée par le rappel de
quelques résultats de la littérature.
1.1 Fonctionnement et conduite des colonnes à distiller
La contribution de ce travail réside dans l'extension de l'analyse du comportement qualitatif
et de la commande des colonnes à distiller au cas pseudo-binaire. Le but de cette section est
d 'expliquer qualitativement le fonctionnement d'une colonne à distiller et de poser le problème
de commande. Nous y introduisons le vocabulaire qui sera constamment utilisé dans la suite
de cc mémoire.
1.1.1 Principe de fonctionnement d'une colonne
La distillation [128J est l'une des opérations unitaires utilisées pour le raffinage. ElJe permet
d'isoler les divers constituants d'un mélange de composés chimiques. ElJe a pour origine le
résultat d'expérience suivant. Quand un mélange d'hydrocarbures est placé dans une enceinte
sous certaines conditions de température et de pression, deux phases différentes apparaissent,
lu ru- liquide et l'autre vapeur, et un équilibre thermodynamique s'établit entre elles. Une ana-
lyse de la composition des deux phases révèle que la vapeur contient préférentiellement les
composés dont la masse molaire est petite. Cette opération de séparation, appelée flash, peut
s'effectuer de façon continue. L'enceinte est alimentée par le mélange et deux flux en sortent, un
flux cie liquide, plus riche en composés lourds que le mélange de départ, et un flux de vapeur,
plus riche en composés légers.
En pratique, la séparation ainsi obtenue n'est pas assez sélective et l'on procède par séparations
successives. Les opérations de flash ont physiquement lieu sur des plateaux, empilés à l'intérieur
d'une colonne. Chaque plateau est alimenté à la fois par la phase vapeur sortant du plateau
inférieur ct par la phase liquide sortant du plateau supérieur. On parle d'opération à contre-
courant. Un plateau spécial, le plateau d'alimentation, reçoit en plus le mélange à séparer. Un
équilibre thermodynamique tend à s'établir sur chaque plateau, entre les quantités de liquide
et de vapeur qui y sont retenues.
On distingue traditionnellement deux zones dans une colonne:
la zone de rectification est l'ensemble des plateaux situés au-dessus du plateau d'alimen-
tation;
la zone d'épuisement est l'ensemble des plateaux situés au-dessous du plateau d'alimen-
tation,
Dans le cas le plus simple, illustré sur la figure (1.1), le flux de va.peur qui sort en haut (ou en
cie la colonne est totalement condensé. Le liquide ainsi obtenu est divisé en deux parties:
Ip qui est un des produits de la séparation, et le reflux, qui constitue l'alimentation
liquide du plateau de tête. Le produit liquide soutiré en bas (ou en fond) de la colonne est
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lm autre produit de la séparation, le résidu. Il est en partie vaporisé dans un rebouilleur pour
générer le flux de vapeur au fond de la colonne.
La pression est pratiquement identique sur tous les plateaux (elle croît en fait très faiblement
d'un plateau au plateau inférieur), mais est plus faible dans le ballon de tête qu'en fond de
colonne, ce qui permet aux flux de vapeur de monter par différence de pression. Les flux de
liquide quant à eux descendent par gravité.
Moyennant un nombre suffisant de ces flashes successifs, on réussit à obtenir un distillat con
tenant essentiellement les composés légers et un résidu contenant essentiellement les composés
lourds.
Comme une séparation totale n'est ni possible ni d'ailleurs systématiquement souhaitée. on
caractérise les produits de la distillation par leurs taux d'impureté:
- pour le distillat, le taux d'impureté est la proportion de composés lourds qu'il contient;
- pour le résidu, le taux d'impureté est la proportion de composés légers qu'il contient.
Définissons plus précisément ce qu'on entend par composés légers et composés lourds. Lors-
qu'on veut diviser en deux produits le flux d'alimentation, deux composés jouent un rôle parti-
culier. On les appelle les composés clés. On commence ainsi par choisir une clé légère et une clé
lourde, le but de la séparation par la colonne étant de minimiser à la fois la quantité de clé lourde
dans le distillat et la quantité de clé légère dans le résidu. Puis on cherche à établir sur les pla-
teaux (exception faite éventuellement des plateaux proches des extrémités) les conditions d'un
équilibre liquide-vapeur tel que la clé légère tende à se concentrer dans la vapeur et la clé lourde
dans le liquide. Les autres composés majoritairement entrainés dans la vapeur forment alors
avec la clé légère l'ensemble des composés légers. Inversement, les composés majoritairement
entrainés dans le liquide forment avec la clé lourde l'ensemble des composés lourds.
Une valeur adéquate de la pression dans la colonne permet de garantir l'existence d'un
équilibre liquide-vapeur pour toute la plage des compositions rencontrées sur les plateaux.
Pour une colonne standard, à pression fixée, la température d'équilibre est d'autant plus faible
que le mélange est riche en composés légers: la température doit décroitre d'un plateau au
plateau supérieur. Cette différence dr- température entre la tête et le fond de la colonne, qui
fait la qualité de la séparation, est obtenue par un apport de calories en fond (via la puissance
de rebouiJ1age) et par un apport de frigories en tête (via le débit de reflux).
1.1.2 Conduite d'une colonne
Pour la raison mentionnée plus haut, la pression de fonctionnement est un des paramètres fon-
damentaux lors de la conception d'une colonne. En pratique, on régule précisément la pression
sur le plateau de tête autour de cette valeur. Ce faisant, on régule en fait la pression sur chaque
plateau, à de faibles varia.tions près ducs à des phénomènes hydrodynamiques.
Pour pouvoir modifier les débits internes dans la colonne et adoucir les vaIliÜlOIISde coin po-
sition des produits, on dispose en haut et en bas de ballons contenant des quantités de
nettement plus importantes que sur les plateaux (voir figure 1.1) :
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Ballon de tête
Puissance de Q, Q 1
.: 1:
Reflux Distillat
L D
Pression de tête
Rectification
Alimentation -
F,z
8puisement
Rebouilleur
Puissance de rebouillage Q
Taux
dans le
Figure 1,1: Colonne à distiller
1.1. Fonctionnement et conduite des colonnes à distiller 11
- grâce au ballon de tête, on peut augmenter le débit de reflux, donc les débits internes de
liquide;
- par vaporisation du contenu du ballon de fond, on peut augmenter les débits internes de
vapeur.
Pour disposer à tout instant de ces retenues, on régule les niveaux de liquide dans les deux
ballons.
D'un point de vue automatique, la pression sur le plateau de tête et les deux niveaux sont
des sorties du système. En comptant les entrées sur lesquelles on peut agir, les commandes du
système, on s'aperçoit qu'il est possible de réguler deux autres sorties: on cherche généralement
à réguler les taux d'impureté dans le distillat et. dans le résidu.
A l'exclusion du débit et de la composit.ion de l'aliment.ation, qu'il faut considérer comme
des perturbations, les entrées du système sont:
la puissance fournie pom condenser le flux des vapeurs de têt.e, Qc;
la puissance fournie au rebouil1eur pour vaporiser une partie du résidu, Q;
- le débit. de résidu, R;
le débit de distillat., D;
- le débit. de reflux, L;
On dispose donc de cinq commandes pour commander cinq sorties:
- la pression de tête;
le niveau de tête;
- le niveau de fond;
- le taux d'impureté dans le distillat;
le taux d'impureté dans le résidu.
Pour assurer le bon fonctionnement de la colonne, il est nécessaire de réguler efficacement.
la pression de tête et les niveaux. Ces variables ont des dynamiques plus rapides que celles des
taux d'impureté. Aborder globalement le problème de la régulation des cinq sorties implique
donc un mélange de dynamiques aux constant.es de t.emps sensiblement. différentes, qui conduit
à des problèmes de robustesse. On préfère à cette approche une commande hierarchisée :
- les régulations de base, pression de t.ête et niveaux, sont d'abord définies. Leurs dyna-
miques ont des constantes de temps de l'ordre de cinq minutes;
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- les régulations des taux d'impureté sont conçues ensuite sous l'hypothèse de bon fonc-
tionnement des régulations de base. Leurs dynamiques ont des constantes de temps de
j'ordre de la demi-heure.
Seule la seconde partie nous intéresse dans ce mémoire. C'est la commmande en qualité
-"dual composition control"-.
Régulations de base
Elles sont assurées par des boucles proportionnelles-intégrales. A priori, n'importe quelle com-
mande peut être choisie pour réguler chacune de ces sorties et on peut effectivement rencontrer
sur site la plupart des combinaisons possibles [67]. Il existe cependant une combinaison majo-
ritairement adoptée par les concepteurs de colonnes. Elle consiste à :
- réguler la pression de tête par la puissance de condensation;
- réguler le niveau de tête par le débit de distillat;
- réguler le niveau de fond par le débit de résidu.
Ce choix permet d'éviter l'introduction dans la colonne, via le débit de reflux et la puis-
sance de rebouillage, des fluctuations rapides inhérentes à ce type de régulations: ce sont les
produits de la séparation qui fluctuent. C'est généralement lorsque ce phénomène est génant
qu'une autre combinaison est choisie. Nous reviendrons sur ces aspects lors du chapitre con-
sacré à la commande linéaire. Pour l'essentiel de ce mémoire, cette combinaison est adoptée.
Les commandes disponibles pour le contrôle en qualité de la séparation sont donc le débit de
reflux et la. puissance de rebouillagc.
Contrôle en qualité
Dans une raffinerie, chaque colonne s'intègre dans une unité qui regroupe diverses opérations
élémentaires. Son alimentation est un flux résultant d'une ou de plusieurs opérations situées en
amont. Elle est donc sujette à des variations de débit et de composition.
Il est possible, moyennant une cuve intermédiaire, de réguler ce débit d'alimentation et
d'amortir les variations cie sa composition. Cette solution est coûteuse. On la rencontre surtout
en pétrochimie, lorsque la séparation est. très difficile et. que le prix des produits fabriqués incite
à la conception de colonnes simples à piloter.
Dans les autres cas, les variations de l'alimentation peuvent perturber sensiblement le fonc-
tionnement de la colonne. Il est. nécessaire d'agir plus rapidement. sur les cieux commandes
disponibles afin d'éviter que les sorties ne s'éloignent trop des spécificat.ions fixées. En pratique,
le débit de J'alimentation est mesuré mais sa composition ne l'est pas. Nous abordons donc le
problème suivant.
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Le co ntrôle e n q uali t é d ' une colo n ne ft (Iist i ll('r li p our bu t d e m ai nt e n ir à
de s s pécifica t io ns fix ée s les t au x d 'impu re t é da ns le d istill at et dan s le rés id u, en
pré sen ce d e va ria t ion s d t' l' a lim ent a ti o n , m esurées p ou r le d éb it mais non m es u rées
pour la co mposit ion .
Men ti onno ns ici de ux caractéristi ques des eolonues , qui jm;d se nt le typ e du problème à
tra iter . Suppo sons l'a limelltatio n constan te.
- Le changement d'u ne des de ux comma ndes (dioh jt de reflux ou pui ssance de rebo uill ege) se
traduit par Ull changement des deux soeties : le pro blème est donc vraime nt mulrivariable-
La sensibilité des sorties aux variation s des commandes (les ga ins statiques) d épend du
point de Ionctlonnemcnt choisi: le prob lème est donc non- linéaire .
1.2 Modélis at io n d u comportement d y na rnique p ou r la
comma nde r o b us te
Depuis ses dé bu ts, l'auto mat ique prés uppose une connaissance adéqua te des syst èmes pou r en
synthét.iser la comm ande . Celle con naissance est consignée da ns ce qu 'on appelle com muném ent
un mod èle, qu i doit permettre de rep rod uire et prédi re les phénomènes dynamiques <Jill." l 'on
désire com penser. Aussi, il ne s' agit pas d'ex pliquer mais d 'util iser une conna issa nce appro chl'P.
pou r agi r. Cett e approche reste empirique : aucune métho de n'e xis te pou r di-term ine r Jans
le modèle l' infor mat ion indis pensabl e à la commande . Nous allons brièvement introd uire la
démarche suivie dans ce travail, sans nous r éférer à son application à la commande des colon nes
â di stiller.
Tm souvent, les modèles issus de la physique des procédés mêlent des phénomènes ra pides
ct st ables à des phé nomènes lents. Dl." plus, les phénomènes rapides sont souvent sati sfaisants. de
telle sorte que 1'011 désire uniquem ent modifier les comportements lents. I.a quest ion importante
qui se pose da ns ce contexte concerne la possibilité de synthé tiser , unique ment à par ti r des
var iab les lentes du systè me, des lois de comm ende per mettant ces mod ifications. Si une telle
sy nt hèse est possible, alo rs la commande, indépendant e des comportements rapi des, pst plus
robust e vis il vis de leurs pertu rbat ions. Le pro blème est simple dans le cas linéai re, que nous
exposolLs da ns une première sectio n. A l'inverse, J ans le cas non -linéaire , la quest.ion reste en
gran de parti e ou verte, sauf pou r les systèmes singu lièr ement per tu rbés que nous analysons dans
une seconde section. Les colonnes à distiller ent re nt dans celte catégorie: les lois de comm ande
non -linéaires dt' modèle s rëdu its que nous présento ns dan s ce mémoi re peu vent êt re comprises
dan s cc sens.
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1.2 .1 Cas lin éai re
Soit le systè me linéa ire
pou r lequ el
- les valeurs prop res de Al sont toutes à parti e réelle strict ement n égetive :
- dans le plan complexe. il existe une droit e, par allèle il. l'axe imagin aire, qui sépa re les
valeurs propres de Al tic celles Ile Al ' Les part ies réelles des valeurs prop res de Al peuv ent
do nc êt re soit posit ives, soit nu lles, soit néga ti ves tout en restant , dans ce dernier cas ,
stric temen t supérieures à celles de Al.
Dans ces condit ions, il existe pour Il fixé deux var iétés invariantes tr ansverses [1091,qui so nt
simpleme nt X I = 0 et X l = O.
Si la paire (A J,BJ) est comm andeble, il est possible de stabi liser globalem ent ce système pa r
un bou clage u = J(XI. En effet, dens IOC cas le système bouclé est triangu laire et visible ment
sta ble puisque Al +B I K et Al sont 111'5 mat rices dont les valeu rs propres sont à par tie s réelles
négati ves.
L'int ér êt de ce lt e déma rche ('st que la loi de com mande n'utilise qu'une par tie de l 'é tat. De
plus , la var iété XI = 0 est invariant e par le bouclage. Les erreu rs de modélisat ion de Al n'o nt
aucune influence sur les pcrformanres d u sys tème bouclé.
1.2 .2 C as non -li n éa ire
(1.1){
Xl =0 f .(X I, x2,e,u )
dl = fJ (Xl,X 2,e, u )
où e est un pe tit réel positif, XI l'é tat lent et Xl l'ét at ra pide . Supposo ns quo
Le ras non -linéa ire est plus complexe. Décrivons le cas des sing ulièrement pert urbés.
Soit do nc
(XioXl, Il ) = (0, 0, 0) soit un point etetionnai re de ( J.I ), indépendamment de e, 11 I--st
to ujours possib le de se ramener il.H: cas ;
- la part ie rapide est localement sta ble : 1<"lI valeurs .1.. exprimêe au l'oint
atat.ionnair e, sont à parties réelles strict ement négati ves .
le spect re de l' approximat ion tangente au l'oint stationnaire se compose de deux par ties
dis tinc tes. Cons idérons les parties réf.llt'S de ce spect re : il exlsto une d ista nce de l'ordre
dlO Il e entre la plus gran de par tie rée l1.. asso ciée il.la partie rapide et la plus petite part it,
réelle associ ée il la par tit' lente.
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En boucle ouverte = 0) D'après nos hypothèses, il existe localement autour du point
stationnaire deux invariantes transverses [109] :
d'équation X2= h2(xJ,é), est la variété lente du système. Elle est attractrice et définie
à O(é) près par !2(J:I,h2(X100),0,0) = 0;
- d'équation Xl = h l (:I:2, é), est la variété rapide du système. Elle est définie il, Olé) près
par Xl = O.
En boucle fermée Considérons le bouclage u = k(Xl)' avec k(O) = O. Le bouclage préserve
la structure singulièrement perturbée (les parties réelles des valeurs propres de (8hlàx2) sont
en lié). Il existe toujours, localement autour du point stationnaire, deux variétés invariantes
transverses
- d'équation X2 = est la variété lente. Elle est attractrice et définie à Olé)
près par = 0;
- d'équation XI = h7(X2,e), est la variété rapide. Elle est définie à O(é) près par J:l = O.
Ainsi, modulo des termes en O(é), la variété rapide est préservée par le bouclage, ::::=
Par contre, la variété lente est modifée, l:7 # Localement, l'espace E2 correspondant à
reste inchangé alors que l'espace El correspondant à est transformé en l'espace E{,
correspondant à Ces phénomènes sont illustrés sur la figure (1.2).
On voit qu'il est possible dans le cas singulièrement perturbé de construire par un retour
statique et partiel de l'état des lois de commande qui préservent la structure du système' la
partie rapide que l'on souhaite conserver n'est pas modifiée.
Dans l'étude qui nous intéresse, la commande en qualité des colonnes à distiller,
est sous forme singulièrement perturbée: l'approche suivie est conforme à ce qui vient
décrit.
Le cas des systèmes non singulièrement perturbés est plus difficile à traiter. Lorsqu'il existe
une séparation entre les valeurs propres de l'approximation tangente, impliquant l'existence de
deux variétés invariantes transverses, cette approche est-elle généralisable? Une généralisation
est possible à partir de bouclages dynamiques [15], mais la question reste en grande partie
ouverte et dépasse le cadre de ce mémoire.
E,
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Boucle fermée
X I = O(e)
Figure 1.2: Le cas singulièrement pert urbé
AModèl es d e colonnes à dist ill er
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Chapitre 2
Modéliser la dynamique des colonnes
Nous exposons dans ce
dynamique des colonnes
les hypothèses et les équations utilisées pour modéliser la
Nous insistons particulièrement sur deux modèles.
un modèle "complet", dont le but est de représenter finement les phénomènes réels. Utilisé
dans un simulateur, il nous permet principalement de tester diverses approches pour la
régulation en qualité.
- un modèle simplifié, dit modèle (L,V) -"constant molal overflow model" -. De nombreuses
lois de commande, dont celles que nous préconisons, sont synthétisées à partir de ce
modèle: nous détaillons ici sa construction. L'étude de ses propriétés fait l'objet des trois
chapitres suivants.
2.1 Un modèle complet
Les progrès de l'informatique ont permis l'émergence d'un nouvel outil qui trouve sa
entre la conception des lois de commande et leurs essais sur site. Cet outil est la
tend à remplacer avantageusement les essais sur les pilotes ou les maquettes. Il nécessite
des modèles algébro-différentiels représentant la dynamique des procédés étudiés
La règle heuristique suivante est très souvent utilisée: plus le modèle incorpore de phénomènes
physiques, plus proches de la réalité sont les résultats obtenus par l'intégration de ses équations.
Il convient cependant d'être prudent:
- la manière d'écrire les équations d'un système algébro-différentiel peut avoir une influence
sur la validité des résultats de simulation. C'est le problème de l'index [98] ;
- l'augmentation du nombre des phénomènes pris en compte va de pair avec l'augmenta-
tion des paramètres du modèle. Ces derniers sont souvent mal connus ou difficilement
estimables. Il peut être préférable de négliger un phénomène que de mal le modéliser.
Le but du modèle doit de toutes façons renseigner son concepteur sur la richesse des
phénomènes à représenter.
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En tenant com pt e de ces remarques, nous J ans cette sec t ion un m odèle de colonne
à dist ille r. C'es t Cf' type Je modèle que nous uti lisons po ur tester en simula t ion les lois de
commande prése ntées Jail li la suite de ce mé moir e.
2.1.1 Modè le d e pl a t eau
• H y p oth èses
Nous adoptons les hypothèses classiques suiva nte s :
- le liquide et la vapeu r sont à l'éq uilibre t henn od yn amique ;
le liqu ide , comm e la vapeu r, est homogène ;
les paro is du plat ea u sont a diaba t iq ues ;
Les modèles ut ilisés pour [es équilibres th er mod ynamiq ues et l'hydrodynamique sont décrit s
respectivement dan s les sections 2.1.4, page 26 cl 2.1.5, page 27
• Descri p t io n
Le modèle l' st alg ébro-différe nriel :
- la part ie diffé rentielle con siste en les bilans de ma tière e t d 'énergie, pou r lesq uels la va -
ria t ion des qua ntit és acc umu lées égale la d ifférence ent re les flux ent rant e t sorta nt d u
plat eau (591:
- la pa rt ie algéb rique comprend trois ty pes d 'éq uat ions :
le calcu l des qu ant ité s accu mulées ;
les équa tions d 'équ ilibre t hcrmody namiq ue ;
les équa tio ns du mod èle hydrodynam ique.
2.1. Un modèle complet
En utilisant les notations regroupées à la section 2.1.7, page 30, le modèle s'écrit:
.bilan de matière
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NJ
.bilan d'énergie
h/(lj_i, Pj-i,Tj-dLj-l +
-h/(l)l PJlTj)L j - r;Tj)Vj
.calcul des quantités accumulées
v/(lJ' PJ'TJ) i, PJ' Vj
v/iq Vtot_Vhq
TJ)ul(L J,PJ'T
j) + PJ' r; Tj)
(i=1, .. ,c)
(i=l, ... ,c)
.équilibre thermodynamique
o = J-l"'(Lj,P)lTj) - (i=l, ... ,c)
PJ+l-PJ
Pj+i-Pj
.modèle hydrodynamique
î.; PJ'T)liJ+l' V;+i, PJ+1, Tj+L)
Pj, t; Pj+l,TJ+1 )
où nous notons Lj = L; et Lj = (L;)i=l.....c Les mêmes notations valent pour les débits
de vapeur et, dans la suite, pour les moles retenues et les potentiels chimiques.
Le modèle hydrodynamique, décrit à la section 2.1.5, page 27, fournit .6.;ap et Le
modèle thermodynamique, décrit à la section 2.1.4, page 26, fournit les volumes
vl(L)l PJ,TJ) et les enthalpies molaires hi(lJ,PJ,TJ) et TJ), les énergies
molaires u'(Lj,pj, Tj) et PJ'TJ), ainsi que les potentiels chimiques iJ,1(LJ,Pj, TJ) et Pr "1 )
Les inconnues du plateau j sont
NJ' le vecteur des nombres de moles accumulées;
- iJ' le vecteur des débits molaires partiels de liquide;
le vecteur des débits molaires partiels de vapeur ;
- UJ , l'énergie interne associée à l'étage;
- P ll la pression de l'équilibre thermodynamique;
- TJ , la. température de l'équilibre t.herrnodynamique :
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ZJ' la haut eur de liquide dan s le déversoir ;
- le volume de liquide su r le pla tea u.
Pour le plateau d 'alimentation, les bilan s de ma tièr e et d 'éner gie pre nnent en co mpte les
débits part iels de la charge el son enth alpie .
2.1.2 Modèle de ba llon d e tê te
• H yp othèse s
Nous supposons que
- la conden sat ion est tota le, ct' qui sign ifie qu 'il n'y a pas de dist illa t vapeur . Il ex iste
néanmoins un équilibre liquide -vape ur da ns 1., bellon : la vapeu r occu pe l'espace laissé
lib re par le liquide. ,
le pas sage dan s le condenseur in tro du it une perte de charg e constante;
la pression au plateau 2 est régulée par une act ion prcpor fionnelle-in t égrale sur la. pui s.
sance de conde nsation ;
le volume de liquide (n iveau de tête) est rt'gul; par une act ion proportlonucllc-int égre!e
su r le débit de distillat ;
- le débi t de reflux, disponible pour la comma nde en qualité, est fixé par l'utilienteur ;
• Descript ion
R em ar q ue 1 Pour le conditionnemen t Ilumi rique du système, llOU S introdu isons UIl distillai
vapeur (dégazage) donl le débit tolal est fid à une valeur ortntrairement pdif e, inférieure 1111
millième du débit vapeur cllfnm t.
Le modè le est algéb ro-dilfércntiel. Sa str ucture est semblable à celle d'u n modèle de platea u.
Les bilan s son t modifiés pour dist inguer le débit de reflux et 11:' d ébit do distill a t . Le modele
hyd rodynam iq ue se réduit à une pert e de cha rge constante clans le condenseur. J) I:'S équa tions
pour la res tr iction du dis tillat vape ur et 1e5 régulation s cornpléten t la ll.-scriplio n.
2.1. Un modèle complet
.bilan de matière
(1 + Li -
.bilan d'énergie
hVCV2, P2,T2)V2
-h1(Lt, Pl, TI)(LI +D) - hv(iit, Pl, TI )V1 _ Qcond
.calcul des quantités accumulées
+ Via! -
vl(L I, Pl, Tl) LI VvCVI,PI,Tl) V[
uV(iit,P[,Tr)
v1(Lt,P[,Tt} vv(V[,PI,Tt}
.équilibre thermodynamique
pl,'(L,pt,T[) -p""(iit,Pl,Tl)
.restriction du débit vapeur
.perte de charge due au condenseur
P2 - P[ Docond
-régulation de pression
Q cond I{cond (p. _pc + Fond)2 2 T cond
dIcond
P2-P/j
er égulat.ion de niveau
D = K D(vl,q- vl,q,C +!..!!....)
1 1 T D
dID
di:
(i=l, ... ,c)
(i=l, ... ,c)
(i=l, ... ,c)
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Remarque 2 LI représente le reflux, soit l'alimentation liquide du plateau 2. Contrairement
au modèle de plateau décrit à la section précédente, il ne rend pas compte de la totalité du
liquide sortant du ballon de tête.
Remarque 3 L 'homogénéité de
d'effectuer les calculs avec les
des fonctions du modèle thermodynamique permet
II
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Les incon nues sont
C hap. 2. M odé liser la dy namiqu e des co lon ne s
- ..VI. le \"t'CtCUT (les nombr es Of"moles accum ulées;
- i l. Je vect eu r des déb its molaires partie-ls de reflux;
- V" le vecteu r IICl! débits molaires par tiels de vapeur :
- UI • l' énergie interne associée à l'étage ,
Plo la pression (le l'équilib re t hermodynemiq ue ;
- TI. la températur e de l'équilibre the rmodynam ique;
V:,q. le volume de liquide da ns le ballon ;
_o-«, la puissance de eondonsati on ;
D , le déb it de distilla t ;
- i-«, le te rme int égra l du régu late ur de pression ;
ID, le terme intégra l du réll;ulate nTde niveau.
2.1. 3 Modè le d e ba llo n d e fond
• Hypothèses
Nous supposons que
le rebonillage est une sour ce d 'énergie (lui permet de vapori ser une part ie du liquide
présen t dans Je ballon ;
- le liqu ide et la vape ur sont à l'équ ilibre the rmodyna miq uc :
le volume de liquide (niveau de fond ) est régulé pa r une action proportionnelle- iot égeals
sur le dé bit Je résidu ;
la puis sance de rebo uilla ge, disponib le pour la commande en qua lité , est fixée par l' ut ili
sateur.
• D escript io n
Par rapport à un modèle de plateau, Il '.'! bilans sont modifiés car te ballon , s'i l n'est pas alime nté
en vapeur , b énéficie d' une source d'énf'rgie ex té rieur e. Il n'ex iste pas de modèle hydro dyna-
mique. mai s la r égula t ion du niveau doit être déc rite .
2. 1. Un m od èle com ple t
eb lla n de m at ièr e
- -
ebflan d'én ergie
h'(Ï,"_I,P.._1,T.._dL.._1
- hl( l .., p.. , T..)L .. - h"(V.., l' " ,T,,)V.. + Q'"oo
(i=l •.. . ,c)
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u,
eca lcu l des quant it és a ccumulées
I)'(i" , P.., T..) Ln v"CV.., P..,
V hq V Iol _ _
t.l(i", 1J'( I." ,P", T,,) + 1)"(0", p.., u"( V", P" , T,,)
O= l ,. . . •c)
e équ lfib r e t he r mo dy na m ique
o = ""'(i .,P.J. ) - ",,'(V.. P. ,T. )
er égul a fio n d e n iveau
f{ R (VI;f _ V " f '" + !!:..)
.. .. TH
_
Les inconn ues sont
s: le vecteur des nombres de moles accumu lées ,
i .. le vect eur des d ébits molaires par riels de liquid e ;
- .., le vecteur des dé bit s molair es de vapeu r;
- U.., l'éner gie interne associée à l'étage ;
p... la pression de l'éq uilib re t hermody nam ique ;
- T... la te mpér at ure de l' équlhb re t hermodyna mique ;
- le volume de liquide dans le ballon ;
[ R, le te rme intégral du r égula te ur Je niveau .
(i = I ,.. . ,c)
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2.1.4 Modèle thermodynamique
Le modèle thermodynamique relie les compositions des phases liquide et vapeur, la température
et la pression. Il permet en outre de calculer, en unités molaires, les énergies internes des
phases, leurs enthalpies et leurs volumes. Enfin, il fournit les potentiels chimiques des composés
du mélange dans les conditions de l'équilibre thermodynamique. Nous adoptons le modèle
R.K.S. [120, 121, 101, 102] -du nom de ses auteurs, Redlich, Kwong et Soave-, qui est bien
adapté aux mélanges d'hydrocarbures que nous traitons. Dans cette section, nous ne particula-
risons pas de plateau et notons T la température (K), P la pression (Pa). A chaque composé i
est associé:
w', son coefficient acentrique de Pitzler;
TC", sa température critique;
pC", sa pression critique.
Les interactions entre les composés sont décrites par la matrice symétrique des coefficients
d'interaction binaire k"). Nous supposons que le modèle est valable aussi bien pour le liquide
que pour la vapeur et notons génériquement ( = (Ç);=1,...,c la composition, soit du liquide, soit
de la vapeur.
Le modèle R.K.S. est fondé sur une équation d'état explicite en pression
__a_
-v-b v(v+b)'
où
R est la constante des gaz parfaits;
- v est le volume molaire;
- a est donné par
a= tta")(i()
.=1 )=1
',' _ ( RTc" (1 + (0.4851 + 1.5517w· - 0.1516(w')2)) (1- V;;;)) )2
a - 9pC,'(21/3 _ 1)
2.1. Un modèle complet
- b est donné par
b=ttb"jÇ(J
,=1 J=1
Si l'on considère le facteur de compressibilité Z = Pv/RT, l'équation d'état devient
Z3 - Z2 + (A - B - B 2)Z - AB = 0,
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où A = aP/R2T2 et B = bP/RT Cette équation cubique possède généralement plusieurs
solutions. Pour la vapeur, il convient de prendre la plus grande racine, pour le liquide, la plus
petite supérieure à B. Conservons la notation Z pour la racine ainsi choisie. Alors v = RTZ/P
et, pour i = l, ... ,c, les coefficients de fugacité ,p' valent
, (P(v - b)) ,Z -1 v (' 2ab')log é =1-Z-log 2a +a- b '
avec a' = 2::;=1 ai,J(Jet b' = 2::;=1 bi,Je
Les potentiels chimiques sont donnés par
fl'((,T,P) = g'(T,pstd)+ RTlog
où s' est l'enthalpie libre molaire du composé i et pstd la pression standard. L'équilibre thermo-
dynamique étant défini comme l'égalité des potentiels chimiques dans les deux phases, les valeurs
de g' et pstd ont peu d'importance. 11est possible notamment de prendre g' = 0 et ps td = p
L'enthalpie molaire s'obtient par
où h9P.' est l'enthalpie molaire du gaz parfait associé au composé i. L'énergie molaire vaut alors
u((,T,P) = h((,T,P) - Pv((,T,P).
2.1.5 Modèle hydrodynamique
Le modèle hydrodynamique permet d'exprimer à la fois la différence de pression entre deux
superposés et le volume liquide de l'étage supérieur. Les équations et corrélations uti-
dépendent du type des plateaux: plateaux perforés, plateaux à clapets .. (voir par
exemple [128]). Nous avons repris ici le modèle de Galhm et Holland [35]. Le liquide descend
par gravité en chutant par-dessus la jupe du déversoir situé sur l'lm des cotés du plateau. La
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vapeur monte par différence de pression à travers les trous aménagés sur l'aire active du plateau
supérieur. Ce mode de fonctionnement est illustré sur la figure 2.1.7, page 35.
La pression est définie à l'interface liquide-vapeur sur le plateau. Les hauteurs de liquide,
dans les déversoirs et sur les plateaux, jouent un rôle important. Soit en effet un liquide de
masse volumique p occupant un volume défini par sa hauteur z et la surface de sa base. Le
poids du liquide implique que la pression à la base est supérieure à la pression au-dessus du
liquide. Cette différence égale pzg, où 9 est l'accélération de la pesanteur. Pour un plateau
de colonne,
- le liquide sur la surface active est mélangé avec des bulles de vapeur provenant du plateau
inférieur. L'utilisation directe de la formule = pzg impliquerait une surestimation des
variations de pression, due à la différence des masses volumiques des phases liquide et
vapeur. Pour remédier à ce problème, la hauteur z est multipliée par un réel strictement
inférieur à un, calculé par une loi d'aération;
- la hauteur de liquide au-dessus de la jupe est calculée par une loi de déversoir: elle est
proportionnelle au débit volumique du liquide à la puissance 2/3.
Par ailleurs, il est nécessaire de prendre en compte l'effet des goulots d'étranglement rencontrés
par les flux. Ils impliquent des variations de pression appelées pertes de charge, proportionnelles
au carré des débits volumiques. La pression est supérieure en amont du goulot d'étranglement.
Pour un plateau de colonne, ce phénomène a lieu en deux endroits:
au fond des déversoirs, pour les flux de liquide, car la surface y est plus faible qu'au niveau
de lajupe;
- au niveau des trous des plateaux, pour les flux de vapeur.
Ces deux effets, poids du liquide et goulot d'étranglement, sont les seuls que nous prenons
en compte. Nous négligeons notamment le poids de la vapeur. En suivant le trajet du liquide,
du déversoir du plateau j jusqu'à l'interface liquide-vapeur du plateau j + J, nous avons (les
notations sont regroupées dans la section 2.1.7, page 30)
En suivant le trajet de la vapeur du plateau j + 1 au plateau i, nous obtenons
Les pertes de charge valent
=
=
La hauteur estimée du liquide sur le plateau j s'écrit
z;st,mée= (1 _ a)(z;upe+
2.1. Un modèle complet
où le coefficient a de la loi d'aération est donné par
a = ,
et la hauteur libre au-dessus de la jupe par la loi de déversoir
z;ibre = >.ltbre(LJ/ l;éV)2/3
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Le volume de liquide est la somme des volumes de liquide sur le plateau et dans le déversoir:
Le calcul des masses et des débits volumiques requiert la connaissance de températures, pres-
sions et compositions :
1
LJ = TJ, Pl)
VJ = TJ,PJ)
= TJ, PJ)
liq vap--fp) = PJ ("i, TJ, PJ)'
Les équations donnant PJ+1 - P, sur les trajets du liquide et de la vapeur sont donc implicites.
Formellement
{
PJ+I-PJ =
PJ+1-PJ =
= TJ, PJ)'
Nous ne décrivons pas ici l'extrapolation de ce modèle utilisée pour simuler les engorgements
et les asséchements.
2.1.6 Modèle complet et commentaires
Le modèle algébro-différentiel de la dynamique d'une colonne s'obtient en juxtaposant, à un
modèle de ballon de tête et un modèle de ballon de fond, des modèles de plateaux. Le cas
échéant, le modèle de plateau doit être légérement modifié, pour prendre en compte des souti
rages ou des alimentations. La dimension différentielle d'un tel modèle, c'est à dire le nombre
des équations différentielles qu'il comporte, égale n(c+ 1) +3 pour une colonne de n plateaux.
Revenons aux remarques préliminaires de la section. Ce modèle peut-il être résolu de façon
correcte dans un simulateur? Si oui, dans quelle mesure les résultats obtenus sont-ils en accord
avec la réalité?
• Index et résolution numérique
Le modèle est inversible : ses variables algébriques sont exprimables en fonction de ses va-
riables différentielles, les retenues de matière NJ et d'énergie Un plus les termes intégraux
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des régulateurs. Ceci signifie que, moyennant une condition initiale vérifiant les équations
algébriques, la solution du système est unique puisque le champ de vecteur est régulier.
Par ailleurs, la partie différentielle étant explicite, le modèle est d'index 1 [31, 30, 98] :
sa résolution numérique par la méthode de Gear [45,46,47,48] ne diverge pas. C'est cette
méthode qui est mise en œuvre par le logiciel SPEEDUP (Prosys Technology [92]) que nous
utilisons. Nos résultats de simulation sont donc fiables. Il reste à s'assurer que les phénomènes
non-modélisés ne sont pas prépondérants pour les études qui nous intéressent.
• La description est-elle suffisante?
Il va sans dire que ce modèle ne rend pas entièrement compte de la réalité d'une colonne. Nous
avons supposé les plateaux totalement efficaces et passé sous silence les échanges de chaleur
avec l'extérieur. Les phénomènes hydrodynamiques, tout comme les rebouilleurs sont
nettement plus complexes. Les shérnas de condensation et de régulation offrent quant eux
une très grande diversité d'aspects: les installations locales et l'imagination des ingénieurs
jouent là un rôle important.
Le problème de l'efficacité des plateaux nous semble le plus important mais est facilement
résolu. Il suffit, en fonction de relevés réels, soit de modifier les équations du modèle (en in-
troduisant par exemple une efficacité de Murphree), soit d'ajuster le nombre des plateaux
théoriques.
Par contre, tenter de représenter finement les autres phénomènes est illusoire et conduirait
rapidement, les utilisateurs le savent bien, à distinguer les fonctionnements de jour et de nuit, en
hiver ou en été (fuites thermiques, limitations physiques des aero-réfrigérants... )! Le nombre
des paramètres à incorporer au modèle serait forcément important et leur identification ou
estimation une tâche très complexe. voire impossible. Tout cela pour un gain malgré tout
modeste, une meilleure représentation de phénomènes rapides et stables, faiblement couplés
avec la dynamique lente qui nous intéresse, celle des compositions. Nous nous satisfaisons donc
de ce modèle qui donne, en statique, une bonne estimation des profils de compositions, de
température et de pression et reproduit fidèlement en dynamique les constantes de temps de la
séparation. Il requiert des informations faciles à obtenir: géométrie des plateaux et des ballons,
caractéristiques thermodynamiques des composés, pression en tête de colonne, débits entrant
et sortant (alimentation, distillat et résidu).
2.1.7 Notations
L'indice j rapporte au plateau j. Les plateaux sont numérotés du ballon de tête (plateau 1) au
ballon de fond (plateau n). Les mélanges impliquent c composés.
o Notations du modèle de plateau, page 20
- Rétentions
Nn vecteur des nombres de moles Nj retenues sur le plateau;
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UJ , énergie interne associée au plateau;
ZJ' hauteur de liquide dans le déversoir;
- Grandeurs thermodynamiques
PJ' pression d'équilibre, définie à l'interface liquide-vapeur;
TJ , température d'équilibre;
u l et uv, énergies molaires internes des phases liquide et vapeur j
hl et h", enthalpies molaires des phases liquide et vapeur;
et potentiels chimiques du composé i dans les phases liquide et vapeur
- Débits
L]1 débit molaire liquide total quittant le plateau. Somme des éléments L; du
vecteur LJ des débits molaires partiels de liquide quittant le plateau;
1/;, débit molaire vapeur total quittant le plateau. Somme des éléments V;' du
vecteur des débits molaires partiels de vapeur quittant le plateau j
- Volumes
vi et v", volumes molaires des phases liquide et vapeur;
volume liquide sur le plateau j
v;ot, volume total du plateau,
o Notations supplémentaires pour le modèle de ballon de tête, page 22
- Débits
D, débit de distillat;
Lç, débit de reflux (L l est ici le vecteur des débits partiels de liquide refloués
dans la colonne) j
Qcond, puissance de condensation;
Régulateurs
de consigne du régulateur de pression,
intégrale mesure-consigne du régulateur de pression;
proportionnel du régulateur de pression;
T cond, temps intégral du régulateur de pression;
point de consigne du régulateur de niveau j
ID, intégrale mesure-consigne du régulateur de niveau;
J<D, gain proportionnel du régulateur de niveau j
T D, temps intégral du régulateur de niveau;
- Divers
c, valeur à laquelle est restreint le distillat vapeur total;
.0.. cond, perte de charge dans le condenseur ;
o Notations supplémentaires pour le modèle de ballon de fond, page 24
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- Qrebo, puissance de rebouillage;
- Régulateur de niveau
point de consigne;
[R, intégrale mesure-consigne;
KR, gain proportionne!;
T R, temps intégral,
o Notations du modèle thermodynamique, page 26
Energies
s', enthalpie libre molaires du composé i;
h, enthalpie molaire;
h9 P,' , enthalpie molaire du gaz parfait associé au composé i;
U, énergie molaire;
Il', potentiel chimique du composé i;
- Pressions
P, pression de l'équilibre thermodynamique;
r->, pression critique du composé i ;
t-«. pression standard;
- Températures
température de l'équilibre thermodynamique;
température critique du composé i;
- Paramètres du modèle
w', coefficient acentriquc de Pitzler du composé i;
kt,), coefficient d'interaction entre les composés i et i .
a, variable de l'équation d'état;
a', variable pour le calcul des fugacités;
a"', variable intervenant dans les calculs de a ct a' ,
b, variable de l'équation d'état;
b', variable pour le calcul des fugacités j
b"', variable intervenant dans les ca.Jculs de a et a' ;
- Divers
1J', fugacité du composé i;
(, composition (liquide ou vapeur);
v, volume molaire;
Z, facteur de compressibilité;
A et E, réels intervenant dans l'équation de la cubique en :t,
R, constante des gaz parfaits;
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Ajdwe, aire act ive du plate au ;
air e du dèvcrsoir ;
Atond, aire disp onible en fond de déversoir pour le passage du liqu ide sur le
platea u j + 1;
aire totale des tro us su r la su rface act ive ;
- Hauteurs
z), haute ur du liquide dan s le déversoir ;
z;' hmte, ha uteu r éq uivalen te du liquide sur le plateau ;
zrpe , hauteu r de la jupe du déversoi r ;
hau teu r au-dessus de la jupe du déversoir ;
Pertes de char ge
fonct ion pert es de charge dues aux déversoirs ,
fonct ion pertes de charge ducs aux trolls ;
- Coefficients de corr élat ion
loi d 'aéra tion ;
Ad••, pertes de charge dues au x déversoirs ;
A"·" , loi de déver soir ;
AlTO"', pertes de charge dues aux trous ;
- Volumes
fonction volume liquide sur le plat ea u ;
volume liquide sur le plat eau ;
volume total (lu plateau ;
Gra ndeurs volumiques
i n débit volumique de liquide ;
V)' débit volumiq ue de vape ur ;
masse volumique d u liq uide;
l''';'P, masse volumique de la vapeur ;
- Debits molaires pa rt iels
i J , vecte ur des dé bits mola ires par tiels de liquide ;
vect eur des déb its molaires parti els de vape ur ;
- Grandeurs tberrnodynarniques
p}, pression ;
T), températ ure ;
- Divers
34 Chap. 2. Modéliser la _ des colonnes
a, loi de déversoir,
accélération de la pesanteur.
largeur du déversoir.
2.1. U n modèle complet.
1- 1-
Pla teau j
Volume tota.l V;ol
Pression p)
Températ ure TJ
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Platea u H I
Volume liquide - :
ik :
1n l :
c ::J c
i ,
n ::!J -- --0
r- 1- j - 1 •
fi gure 2, 1: Notations du modèle h)'drodynamiGue
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2.2 Le modèle (L,V)
Dénommé "constant molal overflow model" dans la littérature anglo-saxonne, le modèle (L,V)
est couramment utilisé par la plupart des chercheurs impliqués dans la commande des colonnes
à distiller. Avant l'avénement de l'informatique, il avait aussi une importance considérable pour
la conception des unités. Cette section est consacrée au détail des hypothèses nécessaires pour
l'établir.
2.2.1 Etablissement du modèle (L,V)
Le modèle (L,V) se caractérise par l'égalité, pour chacune des phases, des débits molaires
totaux entrant et sortant. Cette propriété découle d'hypothèses sur les énergies associées aux
constituants, parfois appelées hypothèses de Lewis.
Les hypothèses utilisées à la section précédente concernant les équilibres thermodynamiques
(mélanges parfaits, équilibres idéaux) et les plateaux sont toujours utilisées ici. Le volume total
de chaque plateau est donc constant.
Hypothèse 1 La pression sur chacun des plateaux est constante.
Cette hypothèse implique l'abandon du modèle hydrodynamique, qui relie la différence de
pression entre deux plateaux aux flux. Comme le volume (par construction de la colonne) et
la pression sur chaque plateau sont constants, la variation d'énergie se réduit à la variation
d'enthalpie.
Adoptons les notations suivantes:
- l'indice rapporte au numéro de plateau dans la colonne (les plateaux sont numérotés de
haut en bas);
- c est le nombre des constituants du mélange;
L J est le débit liquide total quittant le plateau j;
- '0 est le débit vapeur total quittant le plateau j;
- X J est le vecteur des fractions molaires dans le liquide: X J = (x}, ... , xj)t Par définition,
L x ' = l ;
t=l
est le vecteur des fractions molaires dans la vapeur : = (y;, ... Par définition,
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- H; et H; sont les retenues ("holdups") molaires liquide et vapeur sur le plateau i:
- h; et sont les enthalpies molaires liquide et vapeur;
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- est l'enthalpie molaire partielle du constituant i dans la phase p, p valant soit l ; soit v
t>.h' est l'enthalpie molaire partielle de vaporisation du constituant i.
Les bilans de matière et d'énergie s'écrivent pour un plateau
{
+ = LJ-1X J-1+ - LJXJ -
+ = LJ-1hf-1 + - LJh; -
Hypothèse 2 [Hypothèses de Lewis] Pour chaque constituant et dans chaque phase, l'enthal-
pie molaire partielle est indépendante de la pression, de la température et de la composition.
Autrement dit, l'enthalpie molaire partielle d'un constituant est constante dans chaque phase,
quel que soit le plateau considéré.
Sous cette hypothèse, le bilan d'énergie se réécrit
où hl" et li": réprésentent les enthalpies molaires partielles liquide et vapeur du constituant i,
indépendamment du plateau considéré.
En utilisant le bilan matière dans cette dernière expression, nous tirons
où t>.hi représente l'enthalpie molaire partielle de vaporisation du constituant i, indépendamment
du plateau considéré.
Hypothèse 3 Les enthalpies molaires partielles de vaporisation sont identiques pour tous les
composés.
En statique En utilisant le fait que x' = 1, y' = 1, nous obtenons
= V;.
Par un bilan matière global, nous en déduisons
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En dynamique Grâce à l'hypothèse 2, les résultats obtenus en statique sout valables en
dynamique dès lors que,
Hypothèse 4 Les retenues molaires liquides sur les plateaux sont constantes.
Notons qu'en utilisant un changement de coordonnées pour les fractions molaires, il est possible
de se passer de l'hypothèse 3 pour obtenir l'égalité de flux d'énergie entrant et sortant. Ces calculs
sont exposés dans la thèse d'Albaret [2J.
2.2.2 Ecriture du modèle (L,V)
• Rappel des hypothèses et des notations
Hypothèses thermodynamiques
Le liquide et la vapeur sont, sur chaque plateau, homogènes et à l'équilibre t.hermodyna-
mique;
- Les enthalpies molaires partielles des constituants sont indépendantes de la pression, de
la température et de la composition;
Les enthalpies molaires partielles de vaporisation de t01lS les const.ituants sont identiques.
les équilibres liquide-vapeur sont tels que, si un composé est absent d'une phase, alors il
est absent de l'autre phase.
Hypothèses sur la colonne
la pression sur chaque plateau est constante;
la retenue molaire liquide sur chaque plateau est constant.e;
- la retenue molaire vapeur sur chaque plateau est négligeable;
- les parois des plateaux sont. adiabatiques;
la condensation des vapeurs de tête est totale;
- le débit. d'aliment.at.ion, le distillat et. le résidu sont toujours strictement. posit.ifs.
Notations
Les plateaux sont numérotés du haut vers le bas, du plateau 1 (ballon de tête) au plateau Tl
(ballon de fond). Les variables se rapportant au plateau j sont repérées par l'indice j. La
séparation implique c composés.
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L est le débit de reflux;
- V est le débit de vapeur généré en fond de colonne;
F est le débit d'alimentation, z sa composition. L'alimentation entre au plateau i :
H, est la retenue molaire liquide sur le plateau j ;
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- X J est le vecteur des fractions molaires dans le liquide sur le plateau j. La somme des
:·(:tt.e. est intégrée dans la définition
- k est la fonction d'équilibre liquide-vapeur. k(x J ) est le vecteur, de dimension (c - 1), des
fractions molaires dans la vapeur sur le plateau j. Nous ne rappelons pas la dépendance
en la pression de k pour alléger les notations. Si x J est un scalaire (cas binaire), cette
fonction est croissante et vérifie k(O)= 0 et k(1) = 1 (ces égalités sont directement liées à
la dernière des hypothèses thermodynamiques). Dans le cas mu1ticomposé, ses propriétés
sont mal connues, mais un résultat concernant son jacobien est présenté dans l'annexe B,
page 159. Nous l'utiliserons par la suite .
• Description
Sous les hypothèses et avec les notations de la section précédente, le modèle (L,V) s'écrit
- x,) + V(k(X'+l) - k(x,)) (i = 2 à f - 1)
H dXff-----;}i
(L + F)(X'_1 - x,) +V(k(X'+I) - k(x,)) (i = f } 1 à n -1)
(L +F)(Xn-l - Xn)+V(Xn - k(x n))
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Chapitre 3
Propriétés du flot et points
stationnaires
Le but de ce chapitre et des deux suivants est l'étude qualitative de l'équation différentielle
ordinaire représentée par le système (2.1), page 39. Les informations fournies par cette étude
sont importantes car elles permettent une meilleure compréhension du procédé, précieuse lors de
la synthèse de lois de commande. Nous commençons par exposer deux propriétés démontrables
indépendamment du nombre des composés intervenant dans les mélanges: le fiot existe pour
des temps non bornés et admet au moins un point fixe. Nous discutons ensuite de l'unicitÉ'
de ce zéro du champ de vecteurs. Il nous faut là distinguer entre les colonnes binaires et les
colonnes multicornposées. Pour les premières, l'unicité du zéro est démontrable, ce n'esl
pas le cas pour les secondes. Nous exposerons pourquoi après avoir rappelé quelques
partiels valides soit pour des flashes (vu comme des colonnes à un seul plateau), soit pour des
systèmes sans alimentation intermédiaire, formés de plusieurs plateaux et d'une extrémité de
colonne.
Dans toute la suite de ce mémoire, nous nous plaçons sous les hypothèses suivantes
- les débits L, V, F, (V - L) -distillat- et (L + F - V) -résidu- sont strictement positifs
- z E [0,W- 1
3.1 Existence de trajectoires pour des temps non bornés.
Dépendance paramétrique.
Lemme 1 Pour toute condition initiale appartenant au compact J( = [0,11n (c- l ) 1 le système (2.1)
admet, indépendamment de la valeur des paramètres L, V, F et z , une solution prolongeable
en temps jusqu'à L'infini. _
Preuve Par la régularité du champ de vecteur, une solution unique existe pour des temps
suffisamment petits. Il nous suffit de montrer que le champ de vecteurs associé al! système
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est rentrant sur le bord al<de K. Dans ces conditions, le théorème de prolongement sur un
compact [3] s'applique et fournit directement le résultat. Soit donc x E oK. Il existe alors au
moins un tel que = aou = 1 :
ox'
= 0, il est clair d'après les équations de (2.1) que di :::: 0;
ox'
de la même manière, si = 1, di o.
Ainsi, le champ est rentrant sur oK et le résultat suit.
3.2 Existence d'au moins un point stationnaire
Lemme 2 Le système décrit par le modèle (L, V) admet au moins un point stationnaire dans
le compact J( = [o,l]n(c-I) •
Preuve Cette propriété découle directement du théorème suivant (voir [61], page 118), qui
est une forme équivalente du théorème de Brouwer [82, 61].
Théorème 1 Soit Dn le fermé borné de Rn
Soit ri applications continues t. :D n -----> R telles que, pour tout i E {l, n}
:::: a
< a
Alors, il existe ( appartenant à Dn tel que fi (() = a pour tout i E {l, n}
La démonstration de la propriété précédente montre que le champ de vecteurs du système (2.1)
vérifie les hypothèses de ce théorème pour ai = 0, b, = 1 quel que soit i et le résultat suit.
3.3 Unicité du point stationnaire
La question de l'unicité du point stationnaire est importante:
d'un point de vue théorique, l'unicité permet notamment de garantir l'unicité de la solu-
tion de divers problèmes d'inversion intervenant dans des algorithmes de commande.
- d'un point de vue pratique, l'existence de points stationnaires multiples impliquerait une
étude de leurs bassins d'attraction respectifs pour éviter de brusques variations du mode
de fonctionnement. Ce phénomène aurait aussi des conséquences sur les méthodes de
calcul des unités.
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Tout d'abord, rappelons qu'il existe au moins un po int stati onnai re . L'u nicit é est ain si
un problème bien pos é. Plusieur s au teurs ont récemment ra ppo rté l'observation en simula-
t ion de poillts starlonuairee mult iples pour cer tains mod èles de distilla tion. So us en di scu tons
br ièvement : ces travaux ne sont pas ecnc hrants dans te cad re d 'un équilibre thermodynamique
hiphasiqu e où interviennent une phase vapeur ct une seule phase liquide. Nous t raitons à part le
cas binaire pour lequell'u nic ité est facilement démontra ble. Pour les colonnes mu lticomposées ,
nous ment ionnons quelques résultats part iels connu s et décrivons deux tentat ives infruc t ueuses
pour dé mo nt rer l' un icité d u poinl stationna ire d 'un modèle (L,V) muhi composé .
3.3 ,1 D es po int s stat ion na ir es mu ltiples obser vés e n s im ulat ion
Depuis les travaux origina ux de Magnussen el al en 1979 [78], dive rs aute urs on t obse rvé en
simulat ion l'existence Ile points sta tionnai res mu lt iples pour des modèles de d ist illat ion [66,
91. 133]. O n peu t émet t re des réser ves sur les méthodes em ployées. En effet , les équilib res
the rmod ynamiques ét ant calculés par minimisation, il convient de s'assurer que l'algorit hme
ut ilisé condu it bien à un mim imum global. Cet as pect n'est pas abo rdé dans les pub licat ions
que nous mentionnons. Cependant , un point comm un à ces ét udes doit être relevé: tons les cas
présenté; impliquent
- ou des ml:la nges al.l:Ulrop ique3 (c'est il.di re des méla nges pour lesquels les phases liquide-
et vapeur peuve nt êt re de composit ions ide nt iques) ;
- ou une seconde phase Hqulde ;
- ou des éq uilibres the rruodyn emiques non-idéaux.
Cc problème de multiplk.it é c!{'s poin ts stat ionnai res n'est pas encore tres bien com pris.
Dohe rty el Per kins [24] font remarque r qu'aucune observat ion sur un site ind ust riel [l'a été
rappo rtée . L'hypothèse d'un problème numérique n'est donc pas à exclure, même si Sridha r et
Lucia [122, 123] ont insist é récemment sur l'imp or t ance de la sta bilité de l' équi libre liquide-
vapeur pour leurs ét udes des points stati onna ires de modèles J e distilla tion. Q uoiq u'i l en soit ,
nous ne nous int éressons ici qu'à des mélanges eéotr opiques dans des condit ions d 'équilibre
liquide-vapeur idéal et srahle. A not re conn aissance, il n'a ét é mentionné pour ceux -ci au cun
comp ort emen t sem blable, tant d 'un point de vue théo rique que prati que. Au moi ns sons ces
hypot hèses t. hermod ynarnlq ues, il est donc légitime de te nte r de démontr er l' u nicité du point
stat ionnaire des modèles (L,V ).
3 .3. 2 C o lon ne b inaire
Le mme 3 Dans le cas birlaire , le r2. /) admcl un point station naire unique dans [0, I l''
.
P r eu ve Rappelons que t"St li n sr alairf' strictement posit if (annexe B, pag e 159) et que
k{x ) est une biject ion (1.. [0, II da ns [0, IJ.
soit
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- E t ape 1 Montrons pa r récurrence l'assert ion suivant e : la compos it ion XI est rel iée par
des difféomor phis mes croissa nts su r [0, 1) aux com posit ions sur les plateaux 2 à J
- l' asser tion est vraie po ur J'l. En effe t , au point stat ionna ire , k(J'2) = :f I et es t
posit if. ô:r
- no tons r = L/ V et Y I = k(x 1 ) . Com me le dé bit de d isti lla t V - L es t sUp J>O!Jc
st r icte ment positif 0 < r- < 1. Supposons que l'asse rt ion soit vraie pour le pla teau j
et dém ontrons qu'a lors d ie est vraie pour le pla teau j + 1. Au point sta t ion nai re :
fJYJ+l = ( l _r)+r f!!.l.0!.L.
ôr , Ô!h arl
Ce scalaire est posit if et J'assert ion est démontrée, puisqu e (1 - r )Yl + rx J(x d ap -
per tien t à [0, 11
- E ta pe 2 De la m ême façon, il est possib le de démo ntr er que la com posit ion x .. est rel iée
par des d ifféomorp hismes croissants sur [0. 11 aux com posit ions sur les platea ux /1 - 1 à
- Eta pe 3 Par un bilan mat ière global, nous obt eno ns :
où z E [0, IJ et 'Pl et 'P.. sont des difféomorphismes croissan ts sur [0, IJ. Par un argum ent
1111 même ty pe que celui Ile l'étape 1, z est difféomorphe à XI e t donc à tous les X l' Le
point st at ion nai re est unique et appartien t à [0, l ]n
P r o fll de co mposit ion a u p o int s t at io n n a ire:
Lem m e ·1 Si l' it at x du modèle (L, V) représellte le composé lourd (k( xJ ) < X J ' VXJ EJO, l(),
clors, fI1 1 point Iitat iOJIIWire:
0 < X l < X2 < . .. < X" _ 1 < Z n < 1.
La pre uve d écoule di rect ement de I'exprcsslon du cham p de vect eur .
3.3.3 C olonne m u lt icomposée
Nous savons déjà qu'u n modèle (L.V) multicompos é ad met un poi nt st at ionnaire. Nous savon s
de pl us que, 50 115 l' hypot h1-sed'équilibre thermodyn amique liquide -vapeur idéa l cl s tab le de
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mélanges zéotropiques, J'existence de points stationnaires multiples n'a été observée ni en si-
mulation ni sur un site industriel. Se fondant sur la propriété d'unicité du point stationnaire
pour les modèles (L,V) binaires, les efforts portent sur la question suivante.
Si:
thermodynamique est idéal et implique l'existence d'une phase vapeur et d un e
phase liquide quel que soit le plateau consuléré ;
d'azéotropes pour les compositions rencontrées dans la colonne (distillation
le modèle (L, V) d'une colonne multicomposée admet-il un point stationnaire unique'?
A notre connaissance, cette question n'est pas résolue. Quelques résultats partiels existent,
que nous mentionnons avant de décrire deux approches qui n'ont pour l'instant pas abouti .
• Rappel de résultats partiels
Lemme 5 Soit un plateau
tion xo) et de vapeur
des fractions dans le
modèle (L, V) du plateau,
admet un point stationnaire unique.
La démonstration est simple. Elle est basée sur la théorie du degré [73]. Comme ok/axi est
une matrice diagonalisable à valeurs propres réelles, distinctes et positives (voir l'annexe B),
l'application
<p(xd= + k(xJl
n'est pas dégénérée. Par ailleurs, elle envoie le bord de [0, W-I sur le bord de [0,1 + L/V]C-I
Il est possible de construire une homotopie, n'admettant aucun point critique, qui transforme
cette application en l'identité. Comme l'identité est de degré 1, notre application est aussi de
degré 1 et le résultat suit.
Ce résultat n'est pas adaptable ail cas de plusieurs plateaux. Face à ces difficultés, iJ est utile
de simplifier le problème en posant de nouvelles hypothèses. Parmi ces dernières, l'hypothèse
des volatilités relatives const.antes est classique. Soit un mélange de c constituants. A l'équilibre
thermodynamique, les phases liquide et vapeur sont caractérisées par leurs compositions res-
pectives x = (Xl .. .rC)1 et y = (yi ...«r. La volatilité du composé i est, par définition, le
rapport y' [x': Sa volatilité rc1ative a' est définie par rapport à un constituant de référence,
noté] ici. E1Je vaut
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La relation d'équilibre liquide-vapeur s'écrit alors pour chaque composé
En utilisant cette hypothèse, il est possible de démontrer le résultat suivant.
plateau.
Le point stationnaire au modete (L, V) des systèmes (tête de colonne-t-section
en épuisement+fond de colonne), où les sections s'entendent sans
est unique si les volatilités relatives sont constantes sur chaque
.
Nous ne rappelons pas ici la démonstration, très technique, présentée par Canon dans sa
thèse [8]. Son résultat concerne en fait l'inversion de relations intervenant pour la distillation
batch mais se reformule dans les termes du lemme ci-dessus. Il n'est extensible, ni au cas d'une
section de plateau, même sans alimentation intermédiaire, ni au cas d'une colonne.
On le voit, ce résultat n'apporte pas de réponse satisfaisante à la question posée. Les ten-
tatives que nous décrivons maintenant sont elles-aussi infructueuses .
• Technique de type point fixe
C'est la voie suivie par Lucia et Sridhar [74, 122, 123]. Ils ne s'intéressent pas uniquement au
modèle (L,V), qui est cependant inclus dans la classe des modèles abordés. Leurs travaux ont
pour origine l'étude d'un flash isobare et isotherme. qui peut être modélisé par le système
où
l' -1' _ut
F Hf - LH/ - V HV + Q
u'
l'
1
o
L
V
F
(P, .. ,le)t
(Vl, ... ,ve)t
(P, ,fe)!
(équilibre thermodynamique)
;i = 1, ... ,c (bilan matière)
(bilan énergétique)
L, V sont les débits molaires liquide et vapeur sortant et F le débit molaire d'alimentation'
- les l' sont les débits molaires partiels du liquide sortant, pour chaque composé i de
Les flux molaires partiels associés à V et F sont, de manière similaire, les ut et
111 ct I1v sont les potentiels chimiques associés à la phase liquide (1)et à la phase vapeur (v) ;
3.3. Unicité du point stationnaire
- HI, HU et Hf sont les enthalpies associées aux flux L, V et F;
Q est l'énergie apportée au ballon de flash sous forme de chaleur.
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En dérivant la première équation pour faire apparaitre les dérivées secondes des énergies
libres Cl et GV, on obtient les égalités suivantes:
{
Dv = (D 2GI + D2GV)-lD 2GI.Df = M.Df
Dl = (D 2G1 + D2GvtlD2Gv.Df = (T - M).DJ
Grâce aux relations de Gibbs-Duhem, il est possible de montrer que les valeurs propres de IvI
et de 1 - M appartiennent au segment [0,1].
La colonne est ensuite considérée comme un empilement de flashes, alimentés chacun
le flux de vapeur du flash situé en-dessous et le flux de liquide du flash situé au-dessus.
possible d'écrire, pour chaque plateau j,
où MJ est définie de la même façon que M. Sridhar ct Lucia définissent à partir de ces relations
l'application
où X est le vecteur des flux partiels v;. Dans le cas binaire, à partir des propriétés des ma-
trices NIj , ils montrent que cette application 'P est contractante. Il s'agit ensuite d'étudier le cas
plus réaliste isobare et adiabatique. Ces auteurs cherchent à définir des chemins réguliers qui
permettent, en conservant l'unicité du point stationnaire, de déplacer la solution du problème
isobare et isotherme vers la solution du problème isobare et adiabatique. Dans le cas mul-
ticomposé, leurs recherches n'ont pas encore abouti à la démonstration de la propriété qui nous
préoccupe.
• Généralisation directe de la démonstration dans le cas binaire
C'est la voie suivie par Albaret [2]. Les étapes de la démonstration sont identiques à celles du
cas binaire. Il s'agit de construire des difféomorphismes de 5 da.ns 5, 5 étant le simplexe dans
lequel évoluent les compositions. Toute la difficulté provient du fait que la dimension de 5 est
ici strictement supérieure à un. La démarche est la suivante:
Supposons connues les compositions du distillat et du résidu. Les débits L, V et F, ainsi
la composition z, sont fixés.
(1) Démontrons que les compositions sur les plateaux 2 à f sont difféomorphes à la
composition du distillat.
(2) Démontrons que les compositions sur les plateaux f à n - 1 sont difféomorphes à la
composition du résidu.
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(3) Utilisons un bilan matière global pour relier la composition de la charge aux compo-
sitions du distillat et du résidu.
(4) Transformons ce bilan matière grâce aux difféomorphismes précédents: la composition
de la charge est alors reliée à la composition sur le plateau d'alimentation.
(5) Pour conclure, démontrons que cette dernière relation définit aussi un difféomorphisme.
Alors, quand la composition de la charge est fixée, la composition sur le plateau d'alimentation
et donc l'ensemble des compositions est défini de manière unique.
Cette approche échoue dès Je point (1). En effet, en notant r le ratio L/V, nous pouvons
écrire pour la zone de rectification
Nous savons que est représenté par une matrice a valeurs propres réelles strictement positives
(voir l'annexe B, page 159).
Démontrons que Y3 = k(X3) est difféomorphe à.Xl' Au point stationnaire, Y2 = Xl, donc
Alors
= (l-r)I-:
est à valeurs propres réelles strictement positives, soit de déterminant non nul et le résultat
suit.
Supposons maintenant que X, est difféomorphe à Y2 et tentons de démontrer que Xi+l est
difféomorphe à Y2. Il faut que la matrice
fJ,Yi+1 = (l-r)1 +r (fJ,k-
1
)
OY2 oY, fJY2
détel:minant non nul. Or il est impossible de caractériser les valeurs propres du produit
En conséquence, même si le déterminant de ce produit est forcément non nul,
oy, aY2
nous ne pouvons pas affirmer que l'homotopie
H: [0,1] x 5 -4 5
11(1,Y2) = (1 - I)Y2 + iX,(Y2)
n'admet aucun point critique quand i varie de 1 à r, Le même problème sc pose pour la section
d'épuisement. Sans hypothèse supplémentaire sur la thermodynamique [2], ce type de technique
ne peut pas aboutir au résultat souhaité,
Pour clore ce chapitre, notons que nous démontrerons au chapitre 5 l'unicité du point
stationnaire pour un modèle simplifié de la dynamique d'une classe de colonnes multicomposées,
les colonnes pseudo-binaires, qui peuvent être vues comme une perturbation du cas binaire.
Chapitre 4
Stabilité
Nous nous intéressons dans ce bref chapitre à la stabilité en boucle ouverte des modèles (L,V).
Là encore, une dichotomie s'impose entre les colonnes binaires et les colonnes multicomposées.
Rosenbrock a montré en 1962 [95, 96, 97] que les premières étaient stables. Pour les secondes,
quelques résultats très partiels existent. Ce chapitre s'articule donc naturellement en deux par-
ties. Dans un premier temps, nous rappelons le résultat de Rosenbrock et affinons la description
du point. stationnaire des modèles de colonnes binaires par une étude de l'approximation tan-
gente. Nous abordons ensuite les colonnes multicomposées pour lesquelles seul un résultat sur
le flash existe. Il découle d'un résultat beaucoup plus général sur la stabilité des flashes, établi
par P. Rouchon. L'annexe A, page 147, expose ce résultat et l'étend en présentant une nou
velle interprét.ation géométrique de la dynamique: c'est un système gradient sur une variété
riemannienne pour laquelle la métrique découle de l'entropie.
4.1 Colonnes binaires
4.1.1 Stabilité de la dynamique
Lemme 7 [Rosenbrock] la dynamique du système décrit par le modèle (L, V)
est globalement asymptotiquement stable
F, L el V sont strictement positifs ..
- V - L + F - V, soit respectivement les débits de distillat et de résidu, sont strictement
.
Preuve Un théorème de Rosenbrock, rappelé dans l'annexe D.2, page 167, donne des condi
t.ions suffisantes pour que le système
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où f(() = (f;(())J=I ... ", admette pour fonction de Lyapunov
V(()=tlfJ(OI,
J=I
Chap. 4. Stabilité
Lemme 8 Soit
On peut montrer (voir par exemple la thèse de Rouchon [98]) que le modèle (L,V) binaire
remplit ces conditions lorsque les débits internes (L et V) et externes (F, V - L, L + F - V)
sont strictement positifs. La fonction de Lyapunov du système est alors
Le système est globalement asymptotiquement stable.
4.1.2 Etude du linéarisé tangent
= A.5x + B.5u (.5:rE R)
t'ap prozimaiiou linéaire tangente du système (2.1) pour c = 2. Alors, la matrice A a les pro-
suivantes:
A a n valeurs propres réelles, négatives et distinctes
o> À1 > À2 > ... > ÀJ > ... > Àn - 1 > Àn ;
Le oecteur propre VJ associé à la
entre ses coordonnées successives. Par
ÀJ présente j - 1 changements de signe
signe(V1)
signe(v2)
signe(v3)
- ... - --)
(- - - - ++ + ++)(----++ ++-_ ... _-++ .. ++)
(-+-+- .. -+-+ .. -+-+ .. -+)
Notamment, les coordonnées du vecteur propre correspondant à À1 sont toutes non nulles
et de même signe. _
Le premier point de cc lemme caractérise plus précisément le portrait de phases au voisinage
du point stationnaire: c'est un nœud et non un foyer. Le second point est lié à l'invariance des
espaces dxfdi > 0 et (lx/dt < 0 sur le modèle non-linéaire.
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Preuve Elle est basée sur la forme de A, grâce à laquelle il est possible d'adapter certaines
propriétés des matrices oscillatoires (voir [37], page 98).
Le calcul de l'approximation linéaire tangente donne pour A
-v
li;
L
H;
L;n
F
-i(L+F-V+V
c'est à dire une matrice tridiagonale (ou matrice de Jacobi). Sous les hypothèses de la page 38,
les éléments de la diagonale sont strictement négatifs et ceux de la première sur-diagonale et
de la première sous-diagonale sont strictement positifs.
Avant d'aller plus loin, rappelons quelques propriétés d'algèbre linéaire [36, 37] .
Une matrice est dite totalement non-négative (respectivement positive) si tous ses mineurs
de tous les ordres sont non-négatifs (respectivement positifs) ;
- Une matrice M est dite oscillatoire si elle est totalement non négative et s'il existe un
entier q > 0 tel que M" soit totalement positive;
Les matrices oscillatoires jouissent des propriétés énoncées dans le théorème;
Une matrice de Jacobi est oscillatoire si
- les éléments de sa diagonale sont positifs,
- les éléments des premières sur-diagonale et sous-diagonale sont positifs;
- ses mineurs principaux successifs sont positifs.
Considérons maintenant la matrice A obtenue à partir de A en changeant le signe des
éléments hors-diagonaux. A et À ont le même polynôme caractéristique car les éléments hors-
diagonaux apparaissent couplés dans des produits. Les calculs montrent que -À a tous ses
mineurs principaux positifs. Les valeurs propres de A étant opposées à celles de -A, le premier
résultat du lemme suit.
Clairement, A et -À ont les mêmes vecteurs caractéristiques. Pour A, la valeur propre la
plus grande est associée à un vecteur propre qui admet n - l changements de signe dans ses
coordonnées, la plus petite à un vecteur propre dont les coordonnées sont de même signe, .
-Ji est en effet oscillatoire. Intéressons-nous aux modifications des vecteurs propres lors du
passage de A à A. Grâce à la structure tridiagonale de ces matrices, il est facile d'exprimer
en fonction de la première (ou de la dernière) coordonnée les autres coordonnées des vecteurs
propres. On remarque alors que:
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les coordonnées des vecteu rs propres de À et A sont égales en valeu rs abso lues ;
If' passage de À à A imp lique une mo difica tio n de signe en tre les coordonnées succe ssive s.
Soit v le vecteur prop re de À corr espondant à la vale ur propre À. Associons à Ii un vect eur
ç de dimension n - 1, en suivant la règle su ivante : po ur i variant de 1 à n-L, s'i l exis te un
cha ngem ent de signe entre les coordonn ées IJi et i)i+-J de V, alors i;' = 1. Sinon , ';;= 0. Nous
pouvons effec t uer des opérations logiques sur de tels vecte urs. Soit maintenant v le vecteur
prop re de A corr espondant à la même valeur propre À. Par la seco nde rema rque , le vecteur ç
asso cié à v s' ob t ient à par t ir de é par
ç = ç* :=:,
où * re présen te le ou exclusif et ::::= (t , l , ' . . , 1). Même si cec i ne permet pa s de connaître a
priori le signe OPla prem ière coordon née vt , il rest e n éanmoin s qu e, si li adme ttei t j chan gemen ts
de signe entre ses coord onnées succes sives , v C il aJrnel n - l - j, et le rés ulta t su it. Not amment ,
la valeur propre la plus élev ée , qu i étai t associée pour À à un vecte ur prop re ad mettant n - [
changements de signe, est associée pour A à un vecteu r prop re dont toutes les composantes
sont de même signe.
4 .2 Colonnes multicomposées
La sta bilit é des modèles de colo nnes mult icornposéc s reste un pro blème ouve rt. Pour une colo nne
à un seul plateau (un flash), nous pouvons caractériser correctement la dyn amique, pour lin
modèle plus complet que le mod èle (L,V ) : elle derive d' un potent iel su r une variété riemannienn e
dont la m étrique est définie à pa rtir de l 'ent rop ie. Cette dynamique est donc st able. Ce résu ltat ,
ex posé dans l' annexe A, page 147, n'est pas directement extensi ble au cas de plusieurs plateaux
su perposés. Cette propriété se retrouve po ur les modè les (L,V) de flashes . Soit en effe t un
plateau de colonne alim enté par un flux de liquide (de déb it molaire L et de composit ion xo)
ct un flllx de vapeur (de déb it mo lai re V et de composit ion Yl)' Appelon s Xl la com pos ition du
liquide sur ce plateau et k(x J) la fonct ion d 'équilibre liquide-vapeur. Le mo dèle s'éc rit
= I-(xo - xJ) + V(Yl - k(xJ)) .
Ce sys tèm e est locale ment asym ptot iquemen t stabl e puisque 8k/fh\ adm et des valeurs p ropres
il.par tie s ree lles positi ves.
Pour termine r, remarquons le lieu ent re la thermodynam ique et les propriétés Je la fonc tion
valeu r abso lue du théorème de Rosenbr ock, utilisé dans le cas binaire. Celle -ci est convexe ct
homog ène de degr é un , pro priété dont jouis sent les énergies int ernes associé es aux syst ème s
th ermodyn am iques fermés. Ceci dit , la recherche, pour les modèles (L,V) de colo nnes mu l-
ticompos ées, d' une fonct ion de Lyapunov il.part ir de valeurs absolues des champs de vect eurs
n'est plus fruc tu euse que l'é tude des systèmes linéa risés tangents. Les étu de s numériques
révèlent systém atiquement des valeurs pro pres il. part ies rée lles néga ti ves pour les ma tr ices des
dynam iques propres. Mais nous ne somm es pas pa rven us, à l 'inverse du cas binaire, à déduire
les prop riétés de ces matrices à par ti r de leur str ucture (tr idiago nale par blocs). Dohe rty, no us
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le citions au chapitre précédent, remarque qu'il n'a jamais été fait mention, dans la pratique
industrielle, de points stationnaires multiples pour les colonnes multicomposées. Pour compléter
son propos, nous pouvons dire qu'en pratique le point stationnaire d'une colonne multicomposée
est stable en boucle ouverte. Nous démontrerons au chapitre 5 la stabilité de la dynamique en
boucle ouverte pour le modèle simplifié d'une classe de colonnes multicomposécs, les colonnes
pseudo-binaires.

Chapitre 5
Réduction
Les modèles (L,V) obtenus par la procédure décrite dans la première partie sont encore peu
satisfaisants pour le calcul des lois de commande. Si en pratique ils représentent correctement
le point stationnaire -et remplissent ainsi leur fonction initiale-, ils comportent des constantes
de temps très diverses. Autrement dit, la matrice de dynamique propre de l'approximation
tangente a un rayon spectral très important. D'un point de vue commande, il est difficile de
compenser les variations rapides tout en conservant des objectifs à long terme. Par ailleurs,
la représentativité des faibles constantes de temps est discutable: les constantes de de
dynamiques négligées lors de la phase de modélisation -en particulier les régulations de
et l'hydrodynamique- sont du même ordre de grandeur. A l'inverse, nous pouvons accorder
un crédit important aux constantes de temps les plus grandes. Ces constatations conduisent
naturellement à l'idée qu'une loi de commande robuste doit reposer sur un modèle réduit, ne
concernant que les dynamiques les plus lentes de la colonne. Nous verrons dans la seconde partie
que, parmi les lois de commande qui ont été proposées, les plus robustes se conforment d'une
manière ou d'une autre à cette idée. Hien entendu, le classique compromis précision-robustesse
implique une précision moindre pour les commandes synthétisées sur des modèles réduits: dans
notre cas, le rejet des perturbations ne sera quasympf.otique. Nous proposons ici des solutions
pour extraire de tels modèles réduits à partir de modèles (L,V) :
- une technique "d'a.grégation des plateaux" : moyennant un changement de coordonnées,
les modèles (L,V) s'écrivent sous une forme singulièrement perturbée. Certains d'entre
eux vérifient les conditions du théorème de Tikhonov (annexe D.l). Une réduction est
alors possible, qui consiste à négliger la part.ie rapide stable. Deux sont
essentielles pour appliquer cette méthode: l'unicité dl! point stationnaire d'un
ment" formé de plusieurs plateaux superposés -pour exprimer la partie rapide en fonction
de la partie lente- et la stabilité de la dynamique d'un tel compartiment -pour pouvoir
négliger la dynamique rapide-;
une technique de discrimination des composés suivant leur comportement lors des équilibres
liquide-vapeur rencontrés sur les plateaux, Elle est valable pour une classe de colonnes
multicomposées, les colonnes pseudo-binaires. Par un argument de type perturbations
(singulières et régulières), il est possible d'obtenir pour ces colonnes un modèle réduit.
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Le chapitre est organisé en deux sections. La réduction des modèles de colonnes binaires par
la technique d'agrégation des plateaux est présentée dans la première section. Cette technique ne
s'applique pas, hormis formellement, aux colonnes muIticomposées. D'où l'intérêt de la seconde
section, où nous étudions le cas des colonnes pseudo-binaires. Nous obtenons pour cette classe
de colonnes des modèles réduits par la technique de discrimination des composés. Ces modèles
jouissent de propriétés telles qu'il est possible de leur appliquer la technique d'agrégation des
plateaux.
5.1 La technique d'agrégation des plateaux
Nous nous intéressons dans cette section uniquement aux colonnes binaires. L'idée de regrouper
les plateaux d'une colonne en compartiments n'est pas nouvelle. Benallou et al [4], Espaa et
Landau [29], notamment, ont développé des méthodes de réduction. Nous ne les commenterons
pas [98]. Le principe d'agrégation par plateaux exploite les conséquences de relations existant
entre les retenues molaires H) pour le modèle 2.1, page 39
(RI) (:Jo E R,o ':::11 Hl = oHn ) : les retenues molaires dans le ballon de tête et dans le
ballon de fond sont du même ordre;
(R2) (H) <KHl 'ij tf- {l,n}) et (H) <KHn 'ij tf- {l,n}) : les retenues molaires sur les
plateaux sont nettement (dix fois typiquement) plus faibles que les retenues dans le ballon
de tête et dans le ballon de fond;
(R3) (:Jk < n l 'ip E {I, n}, 2::=1 H) '::: Hp) : l'accumulation des retenues molaires de
plusieurs plateaux peut représenter une quantité égale à la retenue dans le ballon de tête
ou la retenue dans le ballon de fond;
(R4) (:Jl < ni 'ip E {l,n},'ij E {1,2, ... ,n -1,n},H) <KHp + l'accumula-
tion des retenues molaires de plusieurs plateaux et de la retenue d'un des ballons peut
représenter une quantité nettement supérieure à toute retenue prise séparément.
Ces relations permettent la mise en évidence d'un petit paramètre dans les équations du
modèle 2.1, page 39. Moyennant un changement des coordonnées, ce modèle apparait comme
singulièrement perturbé et le théorème de Tikhonov ou celui de la variété centre, tous deux
rappelés dans l'annexe D.I, page 165, peuvent s'appliquer. Le modèle réduit utilisé pour la
commande correspond alors au sous-modèle lent obtenu en négligeant les dynamiques rapides.
Lévine et Rouchon [72, 98] utilisent ainsi des modèles dont la dimension différentielle est trois
ou cinq, à comparer à la dimension du système de départ, au moins supérieure à quarante dans
la plupart des cas. Nous détaillons ici la construction d'un modèle de dimension cinq.
Supposons égales les retenues sur tous les plateaux à l'intérieur de la colonne. Supposons
aussi que Hl = Hn H. Ces hypothèses ne sont pas nécessaires pour appliquer la méthode
mais éclaircissent singulièrement les calculs. La relation (R2) nous fournit le petit paramètre e
permettant de mettre en évidence deux échelles de temps dans le système: pour un plateau
quelconque j à l'intérieur de la colonne, on e H, = eH, L'application du théorème de Tikhonov
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conduit à faire tendre e vers O. Ici, il n'est physiquement pas raisonnable de considérer que
les retenues sur les plateaux internes tendent vers O. Par contre, il est possible d'interpréter
correctement la décroissance de e vers 0 comme un transfert des retenues entre les plateaux.
Pour cela, considérons dans la colonne cinq compartiments, comme l'indique la figure 5.1,
page 64 :
- le ballon de tête (plateau 1);
- un compartiment dans la zone de rectification, du plateau 2 au plateau r ;
- un compartiment autour de l'alimentation, du plateau r + 1 au plateau s - 1;
- un compartiment dans la zone d'épuisement, du plateau s au plateau n - l ,
- le ballon de fond (plateau n).
Accordons, pour chaque compartiment à l'intérieur de la colonne, un statut particulier à un
plateau. Nous appelerons plateaux sensibles ces trois plateaux r, j et s (r pour rectification et,
classiquement, j pour feed -charge- et s pour stripping -épuisement-). Le choix de la position
du plateau sensible dans le compartiment est multiple. Disons qu'il faut un écart suffisant entre
les plateaux sensibles. Par la relation (R3),
(:Jar E R, œ, 1 1 H = art HJ ) .
J=2
De la même façon,
.-1
(:3aJ E R,CLj 11 H = aJ L H J )
J=r+l
et
En utilisant les définitions de E: et des a1' il est possible de réécrire le profil des retenues, sans
en modifier les valeurs par rapport au système de départ :
(1 -wJ(s-r-2)) H
aj
(1- w.(n - s - 1)) H
a.
,Vj {l,r,j,s,n}
(5.1)
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Faire tendre e vers 0 revient en définitive à transférer les retenues de l'ensemble des plateaux
d'un compartiment vers le plateau sensible associé à ce compartiment. La relation (R4) est utile
pour les agrégations en trois compartiments: elle ne servira pas ici.
Effectuons le changement de coordonnées:
XJ
QTxT
xJ
xJ
Xf xf Qf HJxJ (5.2)
xJ
X. a.
X.+l
x.+!
xn
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et le changement de temps t = er Dans les nouvelles coordonnées et en fonction du temps
rapide T, le système s'écrit
n as,
----;---;[;
H dx J- 1
dr
H dXJ
-;;;;d:;:
Hdxj+l
dr
H dXs- l
dr
H dx s
H dXs+1
dr
(L +F)(X}_l - x)) +V(k(x)+d - k(x})) (j = s + 2 à n - 1)
(L + F)(Xn-l - Xn)+V(xn - k(xn))
(5.3)
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Les dynamiques des états XI, xf, Xs et xn sont visiblement plus lentes que les autres.
Par le théorème de Tikhonov, nous savons qu'il est valide d'approximer la dynamique de la
colonne par celle du système d'état (i:I,xTlxf,x 81.1:n )! dès lors que, ce système lent étant à
j'état stationnaire, le sous-système rapide restant est stable. C'est effectivement le cas. Ainsi, le
modèle que nous utilisons est le système algébrodifférentiel obtenu pour e = 0 en temps lent:
L(XT- 2 - xT-tl +V(k(xT) - k(:r,_tl)
L(xI - x,) +V(k(xT+I) - k(X2))
+L(.1:r - xr+d + V(k(X r+2) - k(Xr+I))
o
H dXf
-;;;di
o
o
II di ,
-;;'di
o
L(xf-2 - xf-d +V(k(xf - k(xf-I))
Fz + LXT+ Vk(x.) - (L + F)xs_I - Vk(xr+t)
(L +F)(xf - Xf+I) +V(k(Xf+2) - k(xf+I))
(L +F)(X s-2 - i s - I) +V(k(xf) - k(xs_I))
(L +F)(xs_I - xn-d +V(k(xn) - k(xf))
+(L + F)(is - xs+tl +V(k(X s+2)- k(xs+I))
(5.4)
o (L + F)(xJ-I - XJ)+ V(k(xJ+I) - k(xJ)) (j = s + 2 à n - 1)
(L + F)(Xn-l - Xn ) + V(xn - k(x n ) )
1/1 XI
Y2 Xn
On peut. montrer que la partie algébrique est inversible. Par ailleurs, le profil des rete-
nues (5.1) et le changement de coordonnées (5.2) sont tels que nous ayons, pour e = 0,
{
= XI
xf = xf
Xs = x ,
xn ==
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La dynamique de la colonne se réduit finalement au système (agrégé) :
h(Xl,Xr , L ,V )
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h(:Cr,xj,x.,z,L, V,F)
(.5.5)
5.1.1 Propriétés en boucle ouverte du modèle agrégé
Tout d'abord, remarquons que les points stationnaires des modèles complet et agrégé coïncident.
Les gains statiques sont donc les mêmes pour les deux modèles. La structure du modèle agrégé
est aussi tridiagonale. Tladmet un point stationnaire unique. La fonction de Lyapunov du modèle
complet est directement adaptable au modèle agrégé: celui-ci est donc asymptotiquement
stable. En conclusion, le modèle agrégé conserve les propriétés du modèle original [98].
5.2 Réduction des modèles (L,V) de colonnes pseudo-
binaires
Les deux chapitres précédents ont présenté le peu de résultats disponibles pour les colonnes
mult.icomposées. Il est toujours possible de poser comme hypothèses l'unicité du point sta-
tionnaire et la stabilité d'un compartiment. Ces développements formels ont été présentés
par P. Rouchon [98]. Dans cette section, nous nous intéressons à une classe de colonnes mul-
ticomposées, les colonnes pseudo-binaires, très fréquentes en pratique. Dans un premier temps,
nous développons, par une technique de discrimination des composés, des modèles approchés
pour ces colonnes. Ils vérifient des propriétés qui permettent l'utilisation de la méthode d'agréga-
tion des plateaux.
5.2.1 Introduction par un exemple
Pour une colonne réelle, le mélange d'alimentation contient la plupart du temps des composés
non-clés, dans des proportions qui influent sur la séparation de manière significative. Il importe
alors d'élaborer des lois de commande qui prennent en compte ce caractère multicomposé.
Très souvent, le comportement de ces composés non-clés est simple, comme l'illustre l'exemple
suivant.
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L'alimentation d'un dépropaniseur réel comprend généralement, outre ses composés clés pro-
pane et butane, au moins deux autres composés, l'éthane et le pentane. L'éthane, à deux atomes
de carbone, est plus léger que le propane qui en compte trois. Nous l'appellerons composé très
léger dans cet exemple. Inversement, le pentane, à cinq atomes de carbone, est plus lourd que le
butane qui en compte quatre. Nous l'appellerons composé très lourd. Considérons maintenant
un c!épropaniseur de n = 42 plateaux, l'alimentation se faisant au plateau f = 21. Introduisons
les notations suivantes:
L, Vet F désignent respectivement les débits de reflux, de vapeur en fond et d'alimenta-
tion;
(respectivement y;) désigne la fraction molaire du composé très léger dans le liquide
(respectivement dans la vapeur);
X
J
(respectivement YJ ) désigne la fraction molaire d'un des composés clés dans le liquide
(respectivement dans la vapeur) ;
- x; (respectivement yn désigne la fraction molaire du composé très lourd dans le liquide
(respectivement dans la vapeur);
Lorsque l'on observe les profils de composition au point stationnaire, on remarque que.
est presque nulle dans la zone d'épuisement et très faible dans la zone de rectification.
aussi presque nulle dans la zone d'épuisement et quasiment constante dans la zone
rectification, exception faite de quelques plateaux proches de la tête;
- inversement, x; est presque nulle dans la zone de rectification et quasiment constante
dans la zone d'épuisement, exception faite de quelques plateaux proches du fond. Y7 est
presque nulle dans la zone de rectification et très faible dans la zone d'épuisement.
Le produit très léger est présent essentiellement dans la zone de rectification et le produit
très lourd est présent essentiellement dans la zone d'épuisement. Ce phénomène s'explique
simplement à l'aide de perturbations régulières des profils statiques. En effet, pour le produit
très léger, la fraction molaire dans la vapeur est beaucoup plus importante que la fraction
molaire dans le liquide. Inversement, pour le produit très lourd, la fraction molaire dans le
est beaucoup plus importante que la fraction molaire dans la vapeur. En introduisant
c,O < c <t: 1, nous pouvons écrire:
Le modèle (L, V) d'un plateau j de la colonne s'écrit, au point stationnaire,
L(X;_1 - xj) +CV(X]+l - x})
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Pour e = 0, nous obtenons les profils
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:: : : L" ] et
YJ = (j = 3, ,f)
Yl = 0 (j = j + 1, ,n)
(
xJ = 0 (j = 1,· .. , j - 1) )
xJ = L:Fzh (j = j, ... ,n - 1)
=
De plus, quel qne soit j différent de 1, x} = 0, x; valant Fz'/(V - L); quel que soit = o.
Ces profils sont une bonne approximation des profils réels, comme le montre la figure
Nous allons exploiter dans la suite de cc chapitre les conséquences de ce phénomène sur la
dynamique de la séparation.
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Compartiment
de rectification
Compartiment
d'alimentation
Ballon de tête
Compartiment
d'épuisement
Ballon de fond
Figure 5.1: Colonne agrégée en cinq compartiments
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1/\
1
<,
\
--+---+----+1 0
Figure 5.2: Comparaison des profils des systèmes réels et pert urbés.
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5.2.2 Colonnes pseudo-binaires
• Définition
Commençons par définir la classe des colonnes que nous examinons dans la suite de ce chapitre.
Nous colonne pseudo-binaire une colonne traitant des mélanges dont les constituants
appartiennent, quel que soit le plateau, à un des deux groupes suivants:
le groupe des composés très légers, beaucoup plus volatils que la clé légère j
le groupe des composés très lourds, beaucoup moins volatils que la clé lourde.
Cette définition exclut notamment les colonnes dans lesquelles certains composés ont des Cil-
proches des composés clés. L'idée principale, comme le suggère l'exemple, est
d'étudier dynamique des colonnes pseudo-binaires lorsque le réel e tend vers O. Avant de
considérer cette limite, il convient d'être attentif aux modifications à apporter aux fonctions
d'équilibre: que devient l'hypothèse de compatibilité des phases (l'absence d'un composé dans
une phase implique son absence dans l'autre) lorsque
- la fraction molaire des composés très légers dans le liquide tend vers O?
- la fraction molaire des composés très lourds clans la vapeur tend vers ü?
Nous abordons ces aspects dans la section suivante. Nous pourrons alors établir le modèle
d'abord dans le cas simple d'une colonne à trois plateaux et quatre composés, puis
le cas général.
• Propriétés limites des fonctions d'équilibre
La modification rigoureuse des fonctions d'équilibre thermodynamique n'est pas une tâche très
simple quand on désire prendre en compte l'absence de certains composés dans l'une ou l'autre
des phases. Considérons tout d'abord l'équilibre de deux composés dont les caractéristiques
thermodynamiques sont très différentes. Si X, la fraction molaire dans le liquide du composé
le plus volatil est choisie comme coordonnée du simplexe [0,1], la fonction d'équilibre liquide
vapeur a l'allure suivante
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T
1
Pour X proche de 0, X = El. La pente à l'origine est proportionnelle à E-1 Inversement, si le
composé le moins volatil est choisi, nous avons
1
1 ------------------
Quand X est suffisamment éloigné de l, 1 = EX. Faire tendre E vers 0 revient à approximer ces
deux courbes respectivement par
- 1 = 0 si X = 0, 1 = 1 si X -1 0 ;
- T = 0 si X -Il, 1= 1 si X = J
Que deviennent ces approximations pour un mélange à quatre composés tels que, à pression
fixée, deux composés sont proches thermodynamiquement (les composés clés), un autre est très
volatil (très léger) et le dernier très peu volatil (très lourd)?
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Choisissons comme coordonnées du simplexe d'équilibre les fractions molaires x' du composé
très léger, x du composé clé et x h du composé très lourd. Soit k(x l , X, x h ) la fonction d'équilibre.
D'après nos hypothèses, autour de xl =°et v"= 0, son jacobien a la forme:
(
au )8k a12 an
8x/ x xh = a21 an a23
a.11 a32 Ea33
Nous avons montré que les hypothèses nécessaires à l'établissement d'un modèle (L,V) impli-
quent que les valeurs propres de cette matrice sont réelles, distinctes et strictement positives
(voir l'annexe B, page 159). Sa trace doit donc être strictement positive. Comme elle vaut
(au + Ean + E2a33)/E, nous en déduisons au > O. Par ailleurs, la somme de ses mineurs prin-
cipaux (les trois matrices 2 x 2 extraites à partir de la diagonale) doit être striternent positive.
Cette condition s'obtient facilement par le critère de Routh, par exemple. Un raisonnement
sirmlaire montre alors que a22 > O. Comme dy = andx +a23dxh en E = 0, nous obtenons, pour
constant, une courbe d'équilibre ayant l'allure suivante:
Y
1- y l
Les fractions molaires yi et x" sont définies par un bilan matière: pour un flash, par exemple,
en notant:
F, L et V respectivement les débits d'entrée, de sortie liquide et de sortie vapeur;
(ZI,Z,Zh) la composition de l'alimentation,
nous aurions Vy' = Fz l et Lx" = Fz h En définitive, l'équilibre thermodynamique a lieu
uniquement entre les composés clés mais est paramétré par yi et x h Nous pouvons établir ici
un parallèle entre notre approche et une hypothèse souvent utilisée dans les calculs d'équilibre en
génie chimique: lorsqu'un composé très volatil (azote ou hydrogène) entre dans la composition
d'un mélange à séparer par un flash, on le suppose complétement vaporisé, de fraction molaire
yi Si P est la pression à laquelle le flash doit opérer, les calculs sont en fait effectués à la
pression partielle pl = py' : yi paramètre l'équilibre.
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5.2.3 Etablissement du modèle dans un cas simple
• Hypothèses
Hypothèses thermodynamiques
- Le liquide el la vapeur sont, sur chaque plateau, homogènes et à l'équilibre thermodyna-
mique;
Les enthalpies molaires partielles des constituants sont indépendantes de la pression. rie
la température el de la composition;
- Les enthalpies molaires partielles de vaporisation de tous les constituants sont identiques
- les équilibres thermodynamiques suivent les règles établies à la section 5.2.2.
Hypothèses sur la colonne
la pression sur chaque plateau est constante;
- la retenue molaire liquide sur chaque plateau est constante;
- la retenue molaire vapeur sur chaque plateau est négligeable;
- les parois des plateaux sont adiabatiques;
- la condensation des vapeurs de tête est totale;
- le débit d'alimentation. le distillat et le résidu ne sont jamais nuls .
• Notations
- Les plateaux sont numérotés du haut vers le bas, du plateau 1 (ballon de tête) au plateau TI
(ballon de fond). Les vari ables se rapportant au plateau j sont repérées par l'indice j
L est le débit de reflux;
- V est le débit de vapeur généré en fond de colonne;
- F est le débit d'alimentation. Sa composition est
composés très léger, clé et très lourd. L'alimentation entre
- H J est la retenue molaire liquide sur le plateau i .
x; (respectivement y;) est la fraction molaire du composé très léger dans le liquide (res-
pectivement dans la vapeur) sur le plateau i :
- x J (respectivement YJ ) est la fraction molaire du composé clé dans le liquide (respective
ment dans la vapeur) sur le plateau i ,
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- x; (respectivement y;) est la fraction molaire du composé très lourd dans le liquide
(respectivement dans la vapeur) sur le plateau i,
kl est la fonction d'équilibre liquide-vapeur pour le composé très léger dans les coordonnées
xl, x et xl. ;
- k est la fonction d'équilibre liquide-vapeur pour le composé clé dans les coordonnées xl,
x et xl.;
k" est la fonction d'équilibre liquide-va.peur pour le composé très lourd dans les co-
ordonnées xl, x et xh;
- leest la fonction d'équilibre liquide-vapeur pour le composé clé dans les coordonnées yi,
x et xl.;
leh est la fonction
ordonnées yi, x et
liquide-vapeur pour le composé très lourd dans les co-
• Enoneé du théorème principal
Le modèle de départ est simplement le modèle (L,V) d'une colonne de trois plateaux et quatre
composés où nous retenons un composé clé et les deux composés non-clés pour décrire la
composition sur un plateau:
L(xi - + V(k'(x&, x3, - x2, + F(zl -
(L + - x&)+ V(.r& -
- Xl)
L(x l - x2)+ V(k(.r&, x3, - x2,xm + F(z - X2)
(L +F)(x2 - x3) + V(x 3 -
(5.6)
dx hHI--i
- + - + F(zh -
(L + - + - kh(x&,x3,xm.
Le reste de cette section est dédié à la démontration du ..
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Théorème 2 Sous les de la page 69, la dynamique du système (5.6) peut être ap-
proximée par celle du
-(V-L)x;+Fz1
-Vx?
(L + - (L + F -
la fraction molaire du composé léger dans la vapeur) x
J
et x;. Elle
composé clé dans la vapeur. •
La dynamique du composé très léger est plus rapide que celle des autres composés, hormis
dans le ballon de tête. Comme elle est stable, il est possihle de ne considérer la dynamique du
système que sur la variété att.ractricc définie par les équations de l'état stationnaire du composé
très léger. Les trajectoires sur cette variété sont à c près celles du système, plus simple, pour
lequel les fractions molaires du composé très lourd dans la vapeur sont Huiles. C'est cette
description, traduite dans le théorème, que nous choisissons. Elle permet de réduire de n - L
la dimension différentielle du modèle (dans cet exemple simple, n = 3 ct nous ne
que peu d'états!). Remarquons la présence d'une partie de la composition de
(la fraction molaire de très léger, zl) dans l'équation du ballon de tête. Nous retrouvons là un
phénomène bien connu des opérateurs: les variations du composé très léger dans l'alimentation
se répercutent presque instantanément sur le distillat. Le fait que ces perturbations ne soient
pas rejetables est normal car le composé très léger ne peut physiquement pas sortir dans le
produit de fond. De même, le composé très lourd ne peut pas sortir dans le produit de tête.
Ses variations dans l'alimentation ne peuvent être rejetées que si nous nous désintéressons du
composé dé, ce qui n'est pas le but. de la commande. De fait, elles sont suhies au même titre
que celles du composé léger.
Notons aussi la dissymétrie des comportements des composés très léger et très lourd. Elle
s'explique par l'importance, sur chaque plateau, de la retenue de liquide par rapport à la
retenue de vapeur, que nous négligeons: le temps de séjour est nul dans la vapeur, mais pas
dans le liquide. Les variations du composé très léger se propagent instantanément. A l'inverse,
le composé très lourd est dilué sur les plateaux. Ses variations ne peuvent se propager qu'à
une vitesse finie. Enfin, les constantes de temps de dilution dans la zone d'épuisement (les
IIJ/(L + F)) ne sont pas isolées dans le spectre de l'approximation tangente. Partant, il n'est
pas possible de mettre en évidence une différence d'échelles de temps entre la dynamique du
composé clé et celle du composé très lourd.
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Ce modèle jouit de propriétés utiles qui ne seront décrites que dans le cadre général, à la
section suivante.
• Preuve du théorème principal
D'après les hypothèses thermodynamiques de la section 5.2.2, page 66, la fonction d'équilibre
liquide vapeur pour le composé très léger, e(xl,x,xh), est telle que
""'. 0, où e est un réel positif proche de O. Inversement, pour le composé très lourd,
est telle que
8k h
si»:
Or, nous étudions le système pour Xl""'. O.Nous allons donc introduire é dans ses équations pour
mettre en évidence deux échelles de temps. Auparavant, il convient d'effectuer un changement
de coordonnées et d'écrire en yi = e(xl, x, Xh) les équations de variation du composé très léger.
Alors, Xl = <pl(yi, x, x h) avec, pour X ""'.0,
Da.ns ces nouvelles coordonnées, nous notons les fonctions d'équilibre pour les composés clé et
très lourd respectivement par k(y/, x. xh) et kh(yl. X, Xh).Cette dernière expression est telle que
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Le sys tème (5.6) devient
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_a
Dk
; . ( L( .r\ - Xl ' + - + F (: I - x"x,
iJk/ dx ak' dx h
+H'7k,'df + J/2fhij "-jf
((l, + + -
.x,
f}k l dX3 Bk'
+lha;;"dt" +H3 fu§"Ji""
- xd
L(x 1 - x ,) + - + F (z - x, )
(L + F )(x l - x3) +V(x3 - k(Yi, X3' x m
-
- +EV(i· ... - + F (: '" -
(L + - + -
La présence commune de ter mes 1"11E et C il e - ' 1I0U S cond uit au changement de temps t = cr
où T un temps rapiJ t' par rappor t à t. En notant
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où a) représente une fonction positive de x;, xJ et x;, nous écrivons en T :
cV - ex\)
Œ2· (L(xi - x2, + V(y; - y1) + F(zl - x2,
+
uX2 T uX2 T
a3. ((L + - + - y;))
+
uX3 T OX3 T
xz, - xd
e [L(x I - xz) + V(X,(y;, x3, - xz, + F(z - X2)]
e [(L + F)(x z - x3) + V(x 3 - k(y;, x3,
Ev(kh(yL x 2 , -
e - + V(k"(y;, x3' - xz, xm + F(z" -
e [(L + - + - k"(y;, x3 , xml
Les variables rapides sont et y; ; la fraction molaire dans le liquide du composé très léger
dans le ballon de tête est une variable lente. Conformément au théorème de Tikhonov (D.l,
165), nous devons vérifier que le sous-système rapide en e = 0 est hyperboliquement stable.
pourrons alors légitimement approximer le système de départ par le sous-système lent.
Or, en e = 0, le sous-système rapide s'écrit:
{
_ _ 1 1 -.1 1Hr ;.[; Œ2.(V(Y3 - Y2)+ LXI +Fz )
H3iJ = -a3' Vy;,
où le signe" "sur une variable ou une fonction signifie qu'elle est constante. Ce système
linéaire, triangulaire inférieur, est visiblement stable. A son point stationnaire, y; = 0 et =
(Lx; + Fz1)/V D'où l'énoncé du théorème.
5.2.4 Un modèle dans le cas général
NOLIs nous limitons à des énoncés concernant une colonne à n plateaux qui est alimentée, en
plus des composés clés, par un unique composé très léger et un unique composé très lourd.
Avec des démonstrations analogues, les résultats sont directement extensibles dans des cas
où les ensembles des composés très légers et très lourds contiennent plusieurs éléments. Nous
considérons la charge totalement liquide clans le seul but de simplifier l'exposé.
5. 2 . Héduction d es mo d èles (L ,V ) d e col o n nes pseudo -b in a ir es
• D escr ip tion du m od è le
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T héorè me 3 S ous les hypothèses de fa IJ/lge 69 ft avec les m êmes Ilolalions que dans la secnen
pricédenle , fa dynam ique d'une colonne de n plat eaux peul èlre approxim ée par
le système
- t Fz'
Il,_1d'dt-I
l/ I '!jf
L(x, _z- x,_I)+VCt. - l· (fz/,x"O))
L (z / _1 - XI )+V(t. -l· (G zl,XI'Z' ))
t F(z -x, )
(j =" ..,/ - ,j
(L t F)(x n_1 - x,,) t V (x" - k
- (1. +F ):r ' +F/ '
I/,'!Jf- (L +F}(xJ_I -xJ) (j =/ +l, · ,n4
( L + - (L + F -
(5.7 )
P r eu ve : en appliquant la technique décri te il.la sect ion précéden te, nous abou tissons à cet te
exp ression pour la dyuam jque d u com posé t rès léger. Sur les plateaux situ és au-dessus de
l'alimenta tion, la fraction molairl' l'Illcomposé très lourd sc stabilise à O. Les cou plag('s vers les
pla tea ux su périeu rs se faisant par la vapeur , celte dy nami que ne peut plus être excitée: nou s
la négligeons . Les équations de la dynam ique du composé clé sont celles obtenues par notre
m éthode lorsqu'est prise en comp te la remar que précédente concer nant le comp osé très lourd .
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• Propriétés du modèle en boucle ouverte
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Dans les énoncés suivants, S est le simplexe auquel appartiennent les fractions molaires.
Théorème 4 Soit le système (5.7) sous les hypothèses de la page 69. Pour Fz1/(V - L) < 1
et Fz h /(L + F - V) < l , Alors,
(i) les trajectoires de (5.7) soni prolongeables en temps jusqu'à l'infini et restent dans S j
(ii) (5.7) admet un point stationnaire unique dans S j
(iii) les trajectoires de (5.7) convergent asymptotiquement vers le point stationnaire.
Les hypothèses supplémentaires reliant le débit de distillat (V - L) et le débit de résidu
(L +F - V) au débit et à la composition de la charge ne sont pas du tout restrictives: elles sont
vérifiées pour tout fonctionnement normal de la colonne. Notamment, au point stationnaire,
nous avons Fz 1= (V -L)xi et Fz h = (L+F- avec xi < 1 et < 1. Donc Fz1/(V - L) <
1 et Fzh/(L+F- V) < 1.
Preuve:
Preuve de (i): on montre simplement que le champ est rentrant sur le bord de S. Le
résultat suit par le théorème de prolongement sur un compact (cf chapitre 2).
Preuve de (ii) : Les équations des composés très léger et très lourd sont complétement
découplées. Elles définissent un point stationnaire unique xi= Fz1/(V -L), xJ = Fzh/(L+F)
pour j = l,' .. ,n - 1 et = Fz h /(L + F - V). Par ailleurs, l'inégalité > 0 découle des
hypothèses thermodynamiques. Nous pouvons étendre la démonstration du théorème d'unicité
du point stationnaire des modèles (L,V) de colonnes binaires. La construction des difféomorphismes
est possible grâce à l'inégalité précédente. Il convient cependant de préter attention à leur do-
maine de définition. Commençons par la zone de rectification. Rappelons que
= V L zl;
y; = Gzi pour j E [3,Il·
Soit XI tel que a < Xl < 1 - Nous avons
YJ = (1 - + = (1- +
k-I(YJ_I(XI)) E [0,1], puisque le composé très lourd est absent de ces plateaux. Il nous faut
vérifier que pour Xl maximum, soit égal à 1 - YJ est bien inférieur ou égal à 1 - y;.Or, à ce
point,
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Ainsi, pour 2 < j < J, Yj E [0,1 - est difféomorphe à Y2 E [0,1 - V: L /]. Ces
difféomorphismes sont de plus simplexes-compatibles (ils envoient le bord d'un domaine sur le
bord de l'autre domaine)
Pour la section d'épuisement, rappelons que
Soit X n tel que 0 < x ; < 1 - Nous avons
k(X J+l(X n ) ) E [0, I], puisque le composé très est absent de ces plateaux. II faut
vérifier que pour X n maximum, soit égal à x) est bien inférieur ou égal à 1 Or, à
ce point,
X J = (1 - L F)(1 - + L F = 1 - (1- L = 1 - x;
Ainsi, pour J j < ti - 1, x) E [0,1 - L: F zh]est diffémorphe à X n E [0,1- L Vzh].
Ces difféomorphismes sont de plus simplexes-compatibles.
Le bilan matière global sur la colonne s'écrit
V-L L+F-V
z = -F-xl + --F-J:n'
XI et Xn sont difféomorphes à Xj. Comme dans le cas binaire, z est ainsi difféomorphe à x l : II
F
vérifier que pour :rj rnaximum, soit égal à 1 - L + FZ", z E [0,1- zl - zh]. Or, dans
Yj = 1 - et, d'après la propriété des difféomorphismes en rectification, XI = J
F 1
V_L Z j
X n = 1 - L +;_Vzh, par la propriété des difféomorphismes en épuisement.
Alors, z = l - zl - z'' Ce difféomorphisme est lui-aussi simplexe compatible.
Donc, pour z E [0,1 - zl - zh], il existe un unique Xj E [0,1- L: Fzh]. Par suite, les
compositions sur tous les plateaux sont définies de manière unique ct le résultat suit.
Preuve de (iii) : les dynamiques des composés très léger et très lourd sont découplées. Elles
sont linéaires et stables. La trajectoire du composé clé est partout définie pendant la stabilisation
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des composés très léger et très lourd,-point (i)-. Les équations du point stationnaire pour ces
composés définissent une variété invariante globalement at.tractrice. L'étude de ]30stabilité du
système se ramène donc à l'étude de la stabilité sur cette variété (il n'existe pas de phénomène
de "peaking"). Comme (ôk/ôx) > 0, les hypothèses du théorème de Rosenbrock sont vérifiées
sur cette variété: la somme des valeurs absolues des champs de vecteurs associés à la dynamique
du composé clé, pondérée par les IIj , est une fonction de Lyapunov et le résultat suit.
Nous allons maintenant exploiter ces propriétés pour construire des modèles de commande
en utilisant la méthode d'agrégation des plateaux.
5.2.5 Agrégation par plateaux du modèle simplifié
Etablissement du modèle en cinq compartiments
Soit le modèle (5.7) sous les hypothèses de la page 69. Les règles (RI) à (R4) de la page ,56,
qui concernent les retenues sur les plateaux, restent valables. Nous allons pouvoir construire un
modèle agrégé en cinq compartiments:
- ballon de tête;
compartiment de rectification: plateaux 2 à r, la dynamique étant rapportée au plateau r ;
compartiment d'alimentation: plateaux r + 1 à s - l, la dynamique étant rapportée au
plateau l ,
- compartiment d'épuisement: plateaux s à n - 1, la dynamique étant rapportée au pla-
teau s;
- ballon de fond.
Comme dans le cas binaire (section 5.1, page 56), nous supposons pour simplifier que les retenues
sur tous les plateaux sont identiques et que de plus Hl = H n = H. Par la relation (R3) :
C:3a r E n,«; 11H = a r 'tH}).
j=2
De la même façon,
s-l
(3aJ E n,s, 11If = aJ L H))
}=r+1
Nous pouvons maintenant énoncer le..
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Théorème 1 Sous les hypothèses de la page 69, la dynamique décrite par le modèle 5.7, page 75
(avec Hl = lIn = H ct les Il) égaux pour j f- 1 et j f- n }, peut être approximée par celle du
modèle
-(V - L)xi + Fz 1
H dx]
;;;dI LXf- I(Xr,Xf,X7,ZI, L, V,F) - (L + F)xf
+V V, E')- k + Fz
(L + F)(Xs-I(xf,X."r',xZ, L, V, F) - Xf)
V, F) -
(5.8)
-(L + F)x1 + Fz h
(L + F)(x' -
(L + F)xZ - (L + F -
où
Œr) ŒI et Œs sont des réels positifs proches de 1;
représente la [rection molaire dans le liquide du composé clé sortant du compartiment
à f-1);
molaire dans le liquide du composé clé entrant sur le plateau
1 à f-1);
80 Chap. 5. Réduction
la fraction molaire dans la vapeur du composé clé entrant sur le plateau
(plateaux f+ 1 à s -1),-
X s - 1 représente la fraction molaire dans le liquide du composé clé sortant du compartiment
d'alimentation (plateaux f + 1 à s - 1),.
représente la jructioti molaire d'ans la vapeur du composé clé sortant du compartiment
àn-l),-
Preuve Il suffit de montrer que la dynamique d'un compartiment de m plateaux est stable,
et. qu'une fois fixés les fractions molaires et les débits entrants, un tel compartiment admet
un unique point stationnaire. Ceci ne nécessite qu'une adaptation de la preuve du théorème 1,
page 76, que nous ne détaillerons pas. Un changement de variable similaire à (5.2), page 58,
met alors le système sous forme singulièrement perturbée. La partie rapide en E = 0 consiste
en la dynamique des sections de plateaux 2 à r - 1, r + 1 à f - 1, f + 1 à s - 1 et .s + 1 à
Tl - 1. Nous venons de voir qu'elle était stable. Par la propriété d'unicité du point stationnaire
des compartiments, il est possible d'exprimer les fractions molaires sortantes en fonction des
déhits et des fractions molaires entrants. Ce faisant, nous aboutissons au modèle décrit dans le
théorème, qui est alors démontré.
Propriétés du modèle agrégé
Théorème 2 Considérons le modèle (5.8) sous les hypothèses de la page 69. Alors,
(i) pour toute condition initiate ptiusiqucment admissible, le système (5.8) admet une tra-
jectoire prolongeable en qui décrit un état physiquement admissible ,.
(ii) Pour z, zl, z'", L, V et F fixé, le système (5.8) admet un unique point stationnaire x ,
(iii) l'unique point stationnaire fi; est globalement asymptotiquement stable.
Preuve La preuve de (i) est identique à celle du point (i) du théorème 4, page 76. Les
modèles .5.8 et 5.7, page 75 ont les mêmes points stationnaires. Comme celui de 5.7 est unique,
le point (ii) est démontré. La dynamique du composé léger (.:ri)est découplée et stable. Celle
du composé lourd (x], et est linéaire et triangulaire inférieure. Elle est aussi découplée
et stable. Une fois que les composés légers ct lourds sont stabilisés, la dynamique du composé
clé remplit les hypothèses du théorème de Rosenbrock. Elle est donc stable, et le point (iii) est
démontré.
Ainsi, il est possible de construire, pour les colonnes pseudo-binaires, des modèles réduits
de la dynamique ne conservant que les phénomènes lents que l'on souhaite réguler en pratique.
Nous allons voir dans les chapitres suivants que ces modèles permettent d'élaborer des lois de
commandes de rejet de perturbation qui s'avèrent robustes.
BComman d e d e colon nes
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Chapitre 6
Commande de modèles réduits
Ce chapitre est consacré à la description de lois de commande synthétisées à partir des modèles
réduits établis dans le chapitre précédent. Elle est divisée en deux sections. La première, brève,
consiste en des rappels de la commande des modèles agrégés de colonnes binaires. Dans la
seconde, nous présentons la commande des modèles agrégés de colonnes pseudo-binaires et
établissons un théorème d'existence pour une loi de rejet des perturbations.
6.1 Commande d'un modèle réduit binaire
Nous rappelons dans cette section l'essentiel des résultats obtenus par Lévine et Ronchon [72].
Reprenons le modèle agrégé (5.5), page 61. En dérivant les sorties YI = Xl et Y2 =
obtient:
Soit i l'unique point stationnaire pour L = L et V = li; fh = XI et 112 = in. Les champs de
vecteurs I, et in sont tels qu'est inversible la matrice
( ?BI ?BI )8L Yl,x.,L,v 8V YI,x"L,VE!bl E!blet. YI,xr,L,V av YI.xr,L,V
Notons yf et les consignes. En choisissant des trajectoires de reférence 'Pl(YI, yD et 'P2(Y2.
pour les sorties, L et V sont calculés par inversion de
{
h(YI,Xr,L,V)-'PI(YI,yf) c
in(Xs,Y2,L,v.F)-'PAY2'Y2) = 0
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Il reste à traiter le problème de l'observation de z , et X S' En effet, les variables X r et x , Ile sont
pas directement mesurables: seules les compositions Xl et X n des produits le sont. Par contre,
si nous disposons de capteurs de température sur les plateaux l' et s, il est possible d'observer
et. x , en utilisant les relations d'équilibre liquide-vapeur
La pression de tête P2étant connue, P, et P, s'obtiennent aisément par une estimation de la
perte de charge entre les plateaux successifs. Si on admet que les mesures de température dont
nous disposons sur site sont représentatives de l'état du modèle (L,V) complet, elles permettent
d'obtenir x; et J: s à O(é) prêt. En pratique, L et V sont calculés en inversant
{
= 0
fn({3(T" Ps ) , Y2,L, V, Ji) - 'f!2(Y2, = 0
Lévine et Rouchon montrent que la dynamique des zéros du système (5.5) est localement expo-
nentiellement stable. La démonstration est technique. Elle consiste en l'utilisation du critère de
Routh sur la matrice de dynamique propre du système linéarisé tangent. Aucune propriété plus
forte n'a pu être obtenue, comme par exemple la stabilité globale de la dynamique des zéros du
système agrégé ou la stabilité, même locale, du système complet quand L et V sont calculés à
partir du modèle agrégé.
6.2 Commande du modèle réduit pseudo-binaire
Dans le cas binaire, le changement de variables sur les entrées
(6.1)
permet de montrer simplement l'existence locale d'une loi de commande de rejet des pertur-
bations [98, 72] : la dynamique en tête est indépendante de rs et la dynamique en fond est
indépendante de r.: Dans le cas pseudo-binaire, la situation est plus délicate, au moins au-
dessus de l'alimentation: la fonction d'équilibre liquide-vapeur fait intervenir à la fois r; et r.,
par l'intermédiaire des fractions molaires du composé très léger. Cette dépendance nous oblige
à particulariser la fonction d'équilibre. Nous avons choisi la classe des fonctions
(6.2)
et oW /ox; > O. Ces fonctions permettent de décrire des phénomènes
essern.iers a. la. IJle""ULt: composés très léger et très lourd.
Le lecteur se convaincra sans peine que le choix du composé clé n'influe en aucune manière
sur la méthode de réduction que nous avons décrite. Il est donc possible d'écrire un modèle
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réduit pour la clé légère et un autre, en tous points similaire, pour le clé lourde. Or, il est
commode d'exprimer les points de consigne en têt.e comme une fraction molaire de clé lourde et.
en fond comme une fraction molaire de clé légère. Notons X J la fraction molaire de clé lourde sur
le plateau j et Xl la fraction molaire de clé légère sur le plateau j. Les fonctions obtenues par
la technique d'agrégation des plateaux seront surmontées du signe «<» lorsqu'elles dépendront
de X. Notamment, k(yl, x, .Th) devient k(yl, X,x h ) , et nous avons
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat suivant.
Théorème 3 Considérons le modèle (5.8), page 79, où les fonctions
à la classe définies par (6.2). Dans un du JJUlI,"sicu.urnruitt»:
existe une loi de commande qui permet de
de la fraction molaire du composé clé dans
Cette loi de commande s'obtient en inversant en L et V le système
{
V(Y2(Xj,Xnxi,zl,L,V,F)-l:j)-'Pj(xj,xD = °
(L + F)Xn-j(Xs,Xn, L, V, F) (L + F - V)Xn - Vk(O, - = 0,
où et 'P2 sont des trajectoires de référence fixées pour les sorties et paramétrées par les
et •
6.2.1 Preuve
La preuve est technique. Reprenons Je changement de variables (6.1). Dans ces variables, X k et
Yk deviennent respectivement X, et Y k , notation adoptée aussi pour les fonctions surmontées
du signe "'Il
Il suffit de montrer que la matrice
(6.3)
est de rang plein. Montrons que ses éléments diagonaux ne sont jamais nuls. La preuve repose
sur les propriétés des dérivées partielles des fonctions Y 2 et )(n-j. Elle comprend deux parties.
Dans la première, nous nous intéressons à )(n-j. La seconde est dédiée à Y z. Auparavant,
mentionnons une propriété vérifiée par le point stationnaire du modèle (5.S), page 79 : si, pour
une section de plateaux successifs (1 à m, les plateaux étant numérotés du haut vers le bas),
les fractions molaires des composés très léger dans la vapeur et très lourd dans le liquide sont
identiques, alors les fractions molaires du composé clé sur ces plateaux successifs sont ordonnées
de la manière suivante:
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lor94l1c le com posé d é est la clé l ég ére, X I > .. . > x..;
- lor sque le com posé clé est la d é 101Jr(!e, Xl < . . . < Z " .
Ccci d écoule di rect ement propriét és du poin t sta t ionnaire des colonnes bina ires, lié à la
mon ot onie de s fonct ions d 'équ ilibre Repre nons la nota t ion habitue lle pou r les piat f"<l.ux, d u
ballon de t ête (1) au ballon de fond (n). Il est impo rta nt de noter la nécessaire uniformité
des fract ions molai res des composés non-clés peu r l'ordonn anceme nt (les fract ions molai res du
composé clé :
- lor sque le comp osé clé est la d é légère, il est généralement raux d'affirmer Xl > X,. En
effet, le com posé t rès léger se conc en tre t' il tête de colonne ("1 abaisse le point de bu lle du
méla nge de telle sor te que k(y',\ , 0) < \. C'est le phé nom ène hie-nconnu d u
dt'!l l égers"
- lorsque le com posé clé es t la clé lourde, il existe en fond colonne un phénomène ldent lque
de "recy clage des : le com posé tr ès lourd se concent re r-n fond de colonne et il est
lmpos aible d 'as surer que X .. _ 1 < z " quand le compos é d é est le composé lourd .
Par cont re, on peut gar ant ir que XI < X 1 pour la clé lourde (respect iveme nt X..-1 > X.. pour la
clé légère) ; le phénomène de recycle re nforce le caractè re de la d é lourde (respectivemen t de
la d é l{\gi-re).
E p ui seme n t
Considér ons le com part iment for mé des plateaux s + 1 à n - 1 et sup posons les éq uat ions de
bila n écrites pou r la clé légère. Pour chaque plat eau i , nous avons = xZ, que nous no ter ons
sim plemen t x h par la suite, l' our un plateau i, Je bila n pour le com posé clé s'écrit:
A XJ-" XJ+1. xh. el r, fixés , nous avons vu que cette éq uat ion défin issait un unique XJ =
XA XJ_h '\ J+ l, x iL,r , ) , Le t h éorème des fonctions implicite permet {l'alfirtnt' r que
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Pour le compartiment en épuisement, la technique d'agrégation des plateaux nous donne no-
tamment Xn-l = Xn - I (X., Xn, x h , T s) -nous obtenons une fonction similaire pour la va
peur sortant du plateau 8 - 1, mais elle n'est pas utile pour démontrer l'existence dune loi
de commande-. Nous allons montrer que DXn-tiOTs < 0 au point stationnaire. Pour cela,
considérons le plateau j + 1. Alors, (XJ - XJ+l) + T,,(k(O, XJ+2, x h ) k(O,XJ+l, x h ) ) = O. L'ex-
pression des dérivées partielles de XJ+l = XJ+1 (XJ- I , XJ+2, Xh , T s ) fait intervenir le réel positif
( Dk) 1 ak axr, 1 + T s -a_ -a-, qui vaut -a.J • Elle est telle queXJ XJ+I XJ+l
De la même façon, on montre par récurrence que pour tout k E [s+ 1, n - 2],
Au point stationnaire, nous avons donc
< 0, > ° et
UTs UXJ-l
Xn-l dépend en plus de =f:7:\ mais les relations ci-dessus restent valables.
pour j = s et k = n - 1, nOU8obtenons le résultat souhaité. Comme de plus Xn <
l'élément non nul de la seconde ligne de (6.3) est strictement négatif.
Rectification
En rectification, la situation est différente puisque la fonction d'équilibre est paramétrée direc
tement par les variables r-, T s et zl -plus xi au plateau 2 : en effet, la fraction molaire de
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akfiYi < o.
La dérivée partielle de X ) par ra pport à T, est telle que
très l éger dan s la vap eur n'est pa s une var iable du mod èle mais intervient sur chaque pla tea u j
(j E [3,1 - 1]) sous la forme Pz/I V (F z1IV + LxV V au plate au 2). Nous notons yi = P z/IV
POUf un plat eau j (j E [3,1 - 1]) , nous avo ns
r , (.1') _1 - x) + k(y' ,x)+J, O) - k(yl ,x " O) = Q.
Nous savons que pour X ,_ lo X j-+l . r. et y' fixés, cet te équ atio n fournit une sclu t.lcn unique
pour Il " Nou s po uvon s do nc exprime r I ) = X A x]_l, xJ+i, r.. r., z' ). Mais, dès lors que l'on
souhai te é tud ier le signe dell d érivées parti elles de X l' des renseig nements sur les dér ivées
part ielles de k sont n&es sa.ÎTt'S ; il nous faut par ticu lariser la fonct ion k. Nous avons choisi la
classe des fonct ions (6.2). Ces fonctions per me ttent de retrouver le phénomène esse ntiel , c 'es t
à dire
( ak ) ' ex, ( ak 1 ak 1 ) ay'r, +fu = (X, - 1 - x) ) + fil - fjï {k'
J' Y "", Y r, •
Evaluer au po int sta tion nai re Il' signe du me mbr e de droite de rene égalité revient à évalu er le
si!'(ne de
(6.4)
Au point s t.atio nnaire, nous avons
avec (Il'{x,. d - l11 (xJ )) > O. n 'après (6.4), nous é tud ions le signe de
e.
Montrons qu e cc signe es t négat if. Cela revie nt à mo ntre r que Zl < r •. O r Fzl = (V -
avec < l , d 'où Fz' < V - L. Com me r, = V/(L + F ) < l , on mon tr e facilement 'l ' le
(V - L )/F < r. et le rés ulta t suit. Ainsi ,
ax) ( ak) ' < 0 (a) < 0)De. r, + fi;; a)
sx, ( alf > 0lJXI_1 t-, + li;; r ,
lJX , ( akf ak > 0r+ - -
8X1H • 8x) 8xJ t\
Pour chaque rom par umem formé du plat ...au j e t de plat eaux super ieurs, la fracti on mola ire
du dé bit de vape nr sort an t d u rompartl me nt est définie de unique. Ainsi, la fractio n
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molaire du débit liquide sortant du plateau supérieur est définie de manière unique. Soit k:
l'indice de ce plateau (k E [3,j]). Alors Xk = X k(Xk-J,X J+l,TTlT,,,Z'), et on montre facilement.
par récurrence que, pour t.out plateau k (k E [3,j]),
ex, (T aXk+1 + .!!l)-1 ak < 0 (ak < 0)a;:; r f)xk+l aXk
ex, (aXk+l ak) 1
aXk-l TT aXk+l + a;;;. r; > 0
sx, (aXk+l ak ) -1 ( ak aX k+l) > O.
aX)+1 TT OXk+l + a;;;. aXk+l aXj+!
Les signes des dérivées partielles de X j sont les mêmes que ceux des dérivées partielles de la
fraction molaire liquide X k du plateau supérieur d'un compartiment englobant le plateau j et
des plateaux situés au-dessus, jusqu'au plateau 3. Il convient de regarder plus attentivement ce
qui se passe lorsque le plateau 2 est englobé dans le compartiment de rectification. Nous avons
X3= X 3(X2,Xj+l, r Tl r Sl zl) et
avec = Fz'jV +T'rX;, De la même façon, X2est défini de manière unique:
X2= X2(Xl,XJ+J,TTl7'Slz/,x;).
Nous voulons montrer que
aX2
-<0
arr
au point stationnaire. Pour cela, il suffit de montrer que
(6.5)
Mais nous avons, au point stationnaire,
T(XI - X2)+ (1 y/)(IJ1(X3) - \lJ(X2)) + \lf(x2)x;rr = O.
En extrayant (W(X3) - W(X2)) de cette relation et en la reportant dans (6.5), nous sommes
amenés à montrer que
r ;
ce qui est vrai (voir les développements concernant
de X2 implique l'unicité de Y2 =
point stationnaire,
Nous venons de montrer que l'élément diagonal de la première ligne de (6.3) est strictement
négatif. Par suite, la matrice (6.3) est de rang plein et le théorème est démontré.
Nous ne sommes pas arrivés à démontrer la stabilité de cette loi de commande, même
localement sur le modèle réduit. Mais les simulations (voir le chapitre 8, page 107) ne nous ont
pas révélé d'instabilités.
90 C ha l'. O. Co m ma nde d e mo d è les ré d uits
6.2 .2 Synthèse e n t empérature
D'un point de vue pr atiq ue, il n' est posaible de mes urer que 1(.,. compositions des produits, soit
XI cl Xft. Il res te à estimer x" x.. xL Zl, xZet x:. Il est possib le pou r cela d 'u ti liser des capte urs
de tempé rat ure . En prat ique, nous mesuron s les températures sui vante s :
- la températ ure au pla tea u 2 ;
- la températ ure au plateau r j
- la te mpérat ure T. au plateau s ;
- la tempé ratu re Tn au plat eau n ;
Les relations d'i-(jllilihrc thermod ynamiqu e et les fonct ions obtenues par la techn ique d 'ag réga t ion
des pla teau x nOIlNdon nent
La pres sion Pz est mesurée . Com me nous di sposo ns avec une précision suffisant e de la diff érence
de pression ent re tes plateaux successifs, nous pouvons obtenir sim pleme nt Pr. p. et Pn. Les
deux pre mières tempé rat ures nous perm ettent d'obtenir z' en fonct ion de et d'a utres varia bles
connues . L'éq uat ion = -{ li - +Fz' nous perm et alors d 'obt enir Xl, puis zl ct z- ,
De manière similaire, les deux derni ères te mpé rature-s nou s permettent d'o bten ir x:en fonct ion
x;. u t ili sons alors Hd:r: / dt = (/,+ F)xZ- ( L + F- V )x: pour ob ten ir x..
x, et Zn'
Chapitre 7
Autres approches
La com mande en qualité des colon nes à. dis tiller est un vieux problème el J e très nombreux
chercheurs s' y sont consacré s [:W,28, 841. Le but est de rédu ire à la fois la tâ che des op éra teu rs
el la consommat ion d'én ergie [I I , 1241. Etan t donnée l'ampleur de la littérature sur le suje t, un
pan orama des tr avau x ne peut pas ra isonn ab lement prétendre à l'exhaust ivité. Ici , nous tentons
plutôt de montrer pourquoi ( l'T t aines techniques échouent alors que d'autres per m...tt ent des
pl"'rformances correc tes. Nous aboutissons au consta t su ivant :
pour comma nder correctement r n qualiti une colonn e, il est nécessaire de se baser s ur un mod èle
réd uit de sa dynamiqut' el d 'utiliser des t'ariables caractérisant Son étal inter ne.
.Notre discussion s'articule Autour de quat re prin cipaux problèmes :
- (P l) les co u p lag es : l'ac tion sur une deux comman des implique une variation des
deu x sort jes ;
- (P 2) la gr an de di m e nsio n d es mod èles d e co n na issance ;
- (P3) les nou-li néerit ée :
(P 4) la p osi ti on d e!'!c a pte ur s , c'es t à dire Ir choix des variab les à utjliser da ns les
contr e-réact ions.
Nous mon tro ns que la plu part des mét hodes emplo yées jus qu' ici se heurtent à l'un ou l 'au tr e
-voire à plusieur s- de ces problèm es .
La régulation (JI''' nivea ux et dt>la pression se fait par des boucles p ropor tjon nelle s-In t égrale s
(P.L). Celles-ci ne posent pas {le problèmes pa rce qu'el les inte rag issent peu : l' idée d'a pp lique r
de telles bouc lee pour la régulation en quali té es t venue nat urellement . Mals les concep teur s se
sont alors heurtés au problèm.. ( P l). Ils on t essayé d 'y remédie r en modifia nt les command..s
ut ilisées , en prenant df'3 combinaisons linéaires ou des ratios des cinq vari ab les
L, V, F, D et R - d ébit de reflux, de vapeur en fond, d 'al imentat ion, de distillat et de r ésld u- . Un>:'
mes ure des couplag es statiq ues -t e Iame use RGA , Rela t ive Gain Arra y- fut développée da ns
ce bu t . Toutes les te ntati ves de conca ténat ion de boud es P.I. monova riablcs la commande
cléct>ntr alisee ou "decentre liaed conl ro\" - , s'y réfèrent. Leurs résul tats décevan ts on t amen é
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les chercheurs à une prise en compte explicite des couplages. Celle-ci implique l'utilisation de
modèles de la dynamique des colonnes. Or, et c'est le problème (P2), les modèles issus de la
physique sont de très grande taille puisque, même dans le cas binaire, au moins une équation
différentielle est nécessaire par plateau. Partant, deux voies existent: commander le modèle de
grande dimension ou un modèle réduit.
La première voie est représentée par la commande des modèles (L, V) complets, linéarisés ou
non. nous verrons que, si le problème (P3) peut être évité en non-linéaire, les deux approches
se heurtent au moins au problème (P4), via (P2). Nos travaux en non-linéaire se situent dans la
seconde voie. Nous les avons présenté dans une partie distincte et insistons ici sur les approches
linéaires. La première question concerne la façon d'obtenir le modèle réduit: identifier les
paramètres d'un modèle a priori de la dynamique s'avère délicat. Sur le modèle réduit, de
nombreuses techniques sont applicables. Nous les regroupons en commandes non-stationnaires
-essentiellement des commandes de type prédictif, avec ou sans prise en compte de contraintes
et commandes stationnaires -commandcs linéaires quadratiques à horizon infini, par placement
de pôles, avec ou sans le recours au paramétrage par modèle internc-. Dans les deux cas, les
problèmes liés à la représentativité des modèles réduits (P3) sont prépondérants. La tendance
principale est de prendre en compte les non-linéarités en calculant des commandes robustes
face aux perturbations de modèles -Il-synthèse, Hoocontrol, ..
Le choix des mesures à employer dans la loi de commande, le problème (P4), est masqué
par celui du choix des entrées -très étudié dans le but d'obtenir une combinaison de variables
minimisant les couplages et permettant une commande décentralisée robuste-. JI est pourtant
capital d'utiliser des informations sur l'état interne de la colonne. Les variations sont décelées
avant d'atteindre les sorties et peuvent être contrecarrées -cf le théorème du rejet des pertur-
bations. Par ailleurs,
- ces informations sont facilement accessibles par des mesures de températures;
- les capteurs de température (bon marché) sont rapides et fiables. A l'inverse, la mesure
des compositions, communément assurée par des chromatographes (chers), est lente: elle
introduit des retards importants et de surcroît variables (périodes d'''auto-test'').
Les commandes basées sur des modèles entrées-sorties (compositions), si elles permettent d'éviter
simplement les décalages statiques, s'exposent dès la conception à des problèmes de robustesse
dus aux retards. Pourtant, pour une colonne binaire, réguler des températures dans la colonne
(une en rectification, une en épuisement) revient, à des perturbations près, à réguler la compo-
sition des produits. Il est donc possible de considérer des modèles entrées-sorties où les sorties
sont des températures internes. Toutes les méthodes que nous allons décrire sont applicables à
de tels modèles. Elles devraient dans ce cas s'avérer plus robustes, leur précision étant liée à
une traduction correcte des consignes, de compositions en températures internes.
La plupart des auteurs n'abordent que très succintement l'identification des modèles. C'est
pourtant un problème délicat, rapporté très tôt par Luyben [77, 85]. Il explique au moins en
la disparition dans la littérature des approches adaptatives, que nous n'aborderons pas
On pourra consulter à ce
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sujet [1, 12, 13, 14, 56, 69, BO, 103, 13-1, I38J, où \('S version s ada ptati ves de diverses tf'ch·
niques (li néair e géométrique, P.I., com man de prédict ive) sont présentées.
Ce chap itr e se compose de quatr e sections. Dans la prem ière, nous abo rdo ns J'uti lisa tion
de régu la teur s P.1. e t le prob lème des couplages. La seco nde est consacrée à la com ma nde de s
modèles (L,V) com plets . Dans la tro isième, nous abordons la com man de pré dictive. Enfin, nous
discutons quelques app roches pour la com mande sta tio nna ire (le mod èles linéaires réd ui ts, en
pa rt icu lier la sy nthès e par mod èle interne.
7.1 Ut iliser d es r égulateurs proporti o n nel s- in t égraux
7.1. 1 La m ét h od e
Constatons d 'abord qu'une colonne à dist iller est systé ma ti queme nt équipée de pl usieurs bo ucles
de ce type pou r les rég ulatio ns de base [niveaux et pression ). L' idée d 'ut iliser Je tel les bou cles
à une échelle de temps plus lente pour la régula t ion des ta ux d' imp ure té est don c na turell e.
Sur sit e , les configurat ions monovarie bles du type suiv ant son t souvent rencontrées : le débit
de reflux est fixé ct la pu issan ce dl! rebouillage ser t à réguler une tempéra t ure dans la zone
d 'épuisement. Les concep teurs de ce type de régula t ion ont donc tr ès tô t réglé le problème du
choix des ca pteurs (P 4) et on t opté pour des varia bles inte rnes , quit te à to lérer des décalages
st a t iques sur la composi tion (les prod uits : Ics tem pér a tures aux extrémités de la col onne ne
sont pas uti lisées ai nsi.
Les pro blè mes ap pa rais sent lorsq u'o n tont e de réguler à la fois une tempé ra t ure en recti fica-
t ion et un e températ ure en épuisem r-nt , c'es t à di re lorsqu'on tent e de commander une colonne
en la voyant comme une conca té na t ion de sys tè mes mo novar iables [21. 76, 129, 94]. En effet ,
les cou plages rend ent le des par amètres (gains e t temps intf grau x) t rès d ifficile , voire
im possible. Le concepte ur, se heu rtan t ainsi au ca ractère mu lt ivar iable des colonnes à d is t iller ,
peu t a lors se poser la question de l'in fluence du choix des commandes sur ces coup lages [130].
En effet , il est possible qu'en abor da nt la régulat ion en quali té avec des com mandes aut res que
le déb it de reflux ct la puissa nce de rebo uillag e, les couplages dim inue nt . Dans cc ca s, il faut
bien en tend u reconsidérer la mise au po int des r égulateurs de base.
Des éléme nts de r éponse à cet te question sont appor tés pa r la matrice de s gains rela t ifs.
décrite à la sect ion suivante. Remar quons auparavant l'a pp roche de Luyben qu i, si e lle n 'évite
pas ce problème de coup lages, insist e sur l'a vantage d 'u t ilise r des tem pér a tures à l' int ér ieur de
la colon ne. Soit donc une tem pérature en rect ifica t ion et une te mpéra tur e T. en épujse me nt ,
YI Yl désign ent respect i\'emcnl la comp ositio n (lu distillat ct celle du rési du, L et V II' débit
de reflux e t le d ébit de vapeu r en fond. Ap ri;s avoir remarqué l' inefficacité des bo ucles L .... YI
e t V Yl en prése nce de reta rds réalist es, Luyben [:141 pro pose la m ise en place des régulateurs
1'.1. L el V ..... les points de con sign e T; et T: po ur T. et T. étant eux-mêm es calc ulés
par des régulateurs P.1. plus lents , T; ..... YI ct r: .... Yl . Une vers ion d ifférente est présentée
par Mount ziaris [861 où des variahles Cl lle L ct V sont ut ilisées. Dans (139], Luyb en
éte nd l 'u t ilisat ion des tempér a tu res et propose des bo ucles T; ..... T2 et T: ..... T.. (n et T.. sont
res pr-ctivernent la tempéra ture J e tê te et la tem péra ture de Iond ]. Les auteurs des ar t icles cités
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soulignent l'efficacité de celle st ruct ure hiérarchisée à deux échelles de temp s, qui prend en
comp te le problème (P 4).
7.1. 2 La m atrice d es ga ins re latifs
Historiquement int rod uite par Bristol en 1966 (voir [7]), la mat rice tif>3 gain relat ifs est toujour s
ut ilisée dans les raffineries pour la mise ail point de régulations en qua lité, depuis son app licat ion
aux colonnes par Shlnskcy [108J(m ir aussi (49, 81]). Elle fournit une mesure des couplages
st at iques el permet de choisir la comma nde à affecter à chaque sort ie pour minim iser œil
c-ouplages. O n cspt.-re ainsi obte nir de bons résult ats en boucle ferm ée en mettant en œ uvre
conjo intem ent plu sieurs boud es de régu lat ion monovariah les. Pa rmi la mult itude d 'articl es (lui
lui sont consacr és, nous avons rete nu [64, l l â, 136, 137].
P rin cip e
Les syst èmes considérés son t de la. forme :
{
g, 7 y,( u" ", u. )
y" ::;: Y,,(UIl . . ,u,,)
A chaque cou ple (Yi' U, ) est associé le rapport des deux nombres suivants :
- var iati on de Yi par rapport à u" les u. éta nt consta nts pou r , k f:. j ,
- variation de y. par ra ppo rt à u" les Yi étant consta nts pour k -1 i.
La variat ion de Y, par ra pport à u, en boucle ouverte (UI< cons tant s pour k # j) est donc
ra pportée à ceu e même var iation lorsque le système est totalement et parfaitemen t com mandé
(Yk cons ta nts pour k # i ). Ou construit ain si 1111(' mat rice réelle Il x n ayant les pro prié t és
suivantes;
(1) La som ml' des élpmpllts de chaqu e ligne ou de chaque colonne vaut 1;
(II) Les élémen ts de la mat rice sont invariants par changement d'éc helle, ta nt sur les 1.1,
que sur les y, .
l' our un système (2x 2), par la pro priété (1), toute l' informat ion pst cont en ue dans la variable
À telle q u..
7 ,1. U t iliser d f's r égu lat eu rs p r op ortion nels-i n t ég ra u x
ct la matrice des gains relati fs PSt
( " 1-")1- >' >.
Consid érons un bouclage y, ..... II J stab le lorsque tout es les au tres boud es sont ouver te s.
P lusieurs cas se pour ;
- >"J < 0 signifie que la boud e y, .....Uj est à non min imum de phase ou inst able qua nd les
aut res boud es sont ferm ées : le choix du coup le (y"u.i ) n'est pas souhaitabl e;
- >" J :» l signifie que la fermetu re des aut res boucles dimin ue for tem ent la sensibilité de
la boud e y, .... !.lJ : l'effort sur uJ devra êt re important pou r com penser les variat ions de
y, . Le cas limite 0 11 >" J -> 00 (aucune act ion de !.lJ su r y, quand Ica aut res boucles sont
Ie rm éesj cst à proscrir.. ;
- >" J 0 et pos it if signifip que la fermeture des aut res boucles augmente la sens ibi lité de
la boucle y, .....Il )" Le CiHI limite où >'iJ = 0 (aucune actio n eILboucle ouverte de U1 sur y,)
est à proscrire ;
- 1 et posi tif signifie que la fermeture des autres boudes perturbe peu le bouclage
y...... II J . Ce bouclage t'st donc inté ressant mais avant de concl ure il convien t d'étudi er le
sous-système presque découplé formé des entrées et sorties res ta nte s.
Ces quelques règles aident à choisir les bouclages à effect uer. L'idéa l dans ce tt e opt ique est ,
d' a près la pro pr iété (1), d 'obtenir une matr ice dont les entrées valen t soit 0, soit 1. On a alo rs
affaire à un système tot alement décou plé en statique.
Limi t es d e la R G A et d ér ivé es
La méthode, par la façon m ême cl.. const ruire la mat rice des gain s relatifs, présente de sérieu ses
limites: le fait de supposer \I ll fonctionnement parfait des boucles de rég ula tion revien t à
négliger to talem ent les aspects dynamiq ues. Ceux-c i sont pris en compte éventuellement et de
ma nière heur isti que pour guider le choix lorsque plusieur s combinaisons s 'avf.re nl poss ibles.
En conclusion, si la RG A permet d'é viter des erre urs grOlisièrcs, elle s'avère néa nmoi ns
in suffisan te pour la mise a u point d 'une comrnande en qua lit é aux performances rais on na bles. En
effet , aucun e combi naiso n des ent rées n'élimine to ta lement les couplages, même stat iques [62] :
la phase de réglage sur site Iles paramètres de la comm ande est fast idieuse. En pratique , ceci sc
traduit par un aban don progressif du "decent raliz ed control" au profit de techniq ues réso lumen t
mulrlvariab les. Noton s toutefois 'Ille À donne des renseignements sur le compo rt ement a prior i
vis à vis des variat ions dr-s dive rses com man des. Par une ét ude des valeurs singulières du
tran sfer t st atique , il est possible d'in todulre un réel - appe lé "dis turbanœ condit ion numbcr "-
for tement lié à À [114, 5-1,6J. On ret rouve en parti culie r le fai t que la commande (pas forcément
décentralisée] est difficile quand>' est tr ffl im portan t [li S]. Cette approche permet no tamm en t
de mont rer qu 'il est plus sim pif' de clhériorer les deux produits à la fois qut' de les rend re
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plus purs simultanément et que les variations des commandes peuvent avoir des répercussions
totalement différentes suivant la direction dans laquelle elles sont appliquées [119].
Quelques chercheurs tentent de pallier certains défauts de la RGA en prenant en compte des
effets dynamiques [111, 1J2]. Shinskey soulignait déjà ces possibilités d'extension. L'idée de base
est la suivante: la vapeur générée en fond de colonne monte beaucoup plus rapidement que le
liquide ne descend. Cette conséquence du transit du liquide sur les plateaux est bien connue: on
trouve sur site, en monovariable, beaucoup plus de boucles puissance de rebouillage-température
en épuisement que de boucles débit de reflux-température en rectification. La prise en compte de
ce phénomène passe par l'introduction d'une série de filtres du premier ordre, un par plateau,
pour modéliser le retard à la descente du liquide. La matrice des gains relatifs est ensuite
calculée à partir des fonctions de tranfert en boucle ouverte. Dans ces conditions, si une seule
des commandes utilise le débit de vapeur, il est clair que plus la fréquence augmente plus les
actions sont découplées et plus .\(8) tend vers 1. Pour chaque configuration, une fréquence Sd
est calculée pour laquelle la valeur de À(.5d) atteint un certain seuil. Ceci permet de classer
les différentes configurations par Sd croissants. Sur cette base, Skogestad entend démontrer la
supériorité de certaines combinaisons des commandes. Mais il ne note pas que la déstabilisation
classique a lieu par création et amplification d'oscillations lentes (appelées "pompages"). Dans
ce cas, ce sont bien les couplages à basse fréquence qui priment. Comme les couplages statiques
ne sont jamais nuls (confère la section précédente), par continuit.é les couplages à basse fréquence
ne le sont pas non plus, ce qui rend inefficace cette approche. Dans le même ordre d'idées, citons
ici [52, 53], où les auteurs interprétent les couplages comme des incertitudes sur un système
découplé. Ils introduisent une mesure des couplages, basée sur une étude de valeurs singulières,
et en déduisent. des conditions sur la st.ablit.é en boucle fermée des systèmes sous commandes
décent.ralisées.
D'autres auteurs étudient, en boucle ouverte et. au point stationnaire, la répartition des
variations du débit en variations du distillat. et du résidu. Cet. équilibrage du bilan matière
global est fonction des variables ut.ilisées pour la régulation des niveaux: par exemple, si le
débit de distillat est fixé, les variations du débit de charge ne peuvent se répercuter que sur le
débit du résidu. L'idée consiste à retenir pour la commande en qualité une combinaison telle
que, en boucle ouverte, cette répartition minimise les écarts des sorties [55, 65]. Ainsi, l'action
de la commande serait. a priori moindre pour compenser ces écarts. D'où une minimisation des
problèmes de couplage et. une plus grande robustesse en boucle fermée ... Cette approche ne
constitue qu'un pis-aller et ne résoud pas le problème des couplages -problème (Pl).
7 .2 . C om ma nde s u r le modèle (L,V) co m ple t
7.2 Com man de su r le m odè le (L,V) comple t
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Notre ap proche consiste il. appliq uer la technique du rejet de per turbat ions sur des modèles
rffi uit s expriman t la dynami que lente des colonnes il dist iller. Il est possible d 'appliquer la m ême
technique sur le modele (L,V) original. Historiquement, les prem iers t ravaux dans ce sen s sont
du s il.Takamats u et al \125]. Uti lisaJlt Iel:! résult ats de w onhem [135J, ils ont appl iqué la mét hode
du rejet de pertu rbations sur l' approxima tion ta ngente du modèle (L,V). La génér alisation rn
non linéaire est due il Ga ut hier et al (4-t]. Si celle dernière étend le domaine de valid ité rie la loi
de commande et règle le problème (P 3), il reste néanmoins que ces deux appr oches sont peu
robus tes.
Dans les deux cas , les travaux concernent les colonnes binaires : nous considéro ns le modèle
( L,V) suivant.
III V( k(x}) - x d
H/ !Jf L(X._1- x,) +V(k(x,+\ ) - k(x,)) (j =2 il r - 1)
L(Xf _1 - xJ ) + V(k(zf +.) - k(xf)) + F(z - xf )
(7.1)
(L + F )(Xi_1 - x . ) + V(.I.·(X'+I ) - ,(:(Xi)) (j "" f + 1 à n - 1)
(L + F )(Xn _ l - Xn)+ V(Xn - k(xn ))
Y I ::;; X J
y,
7.2 .1 Co m mande de l' approxima ti o n tangente
Soit x le point sta tion naire de (7.1) pour L = L, V = V , F = F et z = i, Pour le Jinéllri!lé
langent en i , d 'état Erx = x - i, les sortie s sont FrYl = Xl - il et liYl = Z" - in _Les commandes
sont liL ct Fr V , les pert urbat ions du d ébit de charge Er F
Les tec hniq ues géométr iques de Wonham, basées sur des inclusions d' espaces vectori els,
montrent qu'il est possible de rejeter les variat ions de la composi tion de la charge, pas ee l1t'S de
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son débit. Ln dé rivant deux fois ÔYI et une fois fiYl, on obtient
Cha p. 7. Au tr es ap p roche s
En choisissa nt {les tr aject oires de r éf érence du second ordre pou r 6Yl et d u pre mie r ordr e
pour 6Yl, le rejet des pe rt urbatio ns Je la com position d'alimentatio n est possib le, moyennant
la connais sance de
- F , le di;bi t de-char ge;
- YI l"'t 91, l.-s composit ions des pr oduit s , (Iist illat e t eésid u ;
Xl. Z3 ct X .. _h des com posit ions à l' intérieur de la colonne.
En effet, la matrice
est de Tang plein po ur F '#0 (il suffit d'utiliser la propr iété su r le profil de com position et les
relat ions au point station naire]. Notons qu'il n'a jamais été prouvé que cette loi de commande
ga rantissa it un syst ème stable en boucle ferm ée. Cett e app roche, notammen t le choix des pôles,
a été affinée pa r la suite [70, 88 , 105, 106, 107, 126J. Nous n' insist erons pas sur le ca rac t ère
local d'une tell .. lo! . problème- (P 3 ).
7.2.2 Com mand e non lin éai re du mod è le
On ret rouve sim pl ement , à. pa rtir de la technique du grap he déve loppée par L évine et Ka-
sinski [631. qu'il es t possible de rejeter g én ériquement les variat ions de com pos it ion de la char ge.
Le dé bit de cha rge F do it pa r contre êtn , connu. Son action sur la sort it, Y2 est similaire à celle
des commandes L l 't V : YI ne peut donc pas êt re re-nd ue insensible it M'S varia tions .
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Pour calc uler la loi de comm an de - voir par exem ple [601 pou r une descri pt ion de la tec hnique
(lu rejet des penurba t ions - , 0 11 peut dériver chaq ue sor tie une fois pour obt enir :
{
= V(k( x, )- y,)
dt III
= (L + F)(x"- I - Yl ) + V (Y2 - k(YI))
dt H" II"
(7 .2)
Moyennant la conn aissance (le YI,Y2, 3:2 , 3:.. _ 1 e t F , l'inv ersi on de (7.2) donne L cl V . Cepen dant ,
au poin t sta t ionnaire de (7. 1), 1.:(3:1) =X l ct la m atrice de dé couplage
(
0 k(x, ) - x, )
t. - 1/
- X" _ I - 3:.. .r.. - A\z..)
H. 1/.
dégé nè re. Ceci est une con s équenc e de la cond..nsa t ion to tale en tê te de colonne e t corr es pond
à la nécessit é (le dériver J eux fois la sort ie de tête dans l'app roche liné air e. P lu tô t que de
dériver une seconde fois YI> pr éfé ra ble de choisir la nouvel le sort ie fit = k( X1) : réguler
la compoei tlc n des vapeurs de tf-,te revient à réguler la ccmpositl on du distill at . P ar dér iva t ion
des sor tie s , on obti ent a lors
C..ne loi de com mande nr cessit '" en plus la conn aissance de X3. Par contre, la mat rice de
déco uplage
n'est pas dé g én ér ée au poi nt sta tion na ire . Noton s qu' il n'a j am ais é té pro uvé qu e cette loi d..
commande garantissa it un sys tèmc stabl e en bo ucle fermée .
7.2 .3 C om m ent a ir es
Ind épe nda mm e nt du prob l"me posé par Ill.ml:'SUre 0 11 Pobservation de compositions à l'in thicur
de la ....olo nne, n 's lois de commande sont mo ins rob ustes que' celles calculées à parti r de mod èles
rédu its. Lesra isons sont liées à la.fois au mo dèl e uti lisé - pr ohlème (P 2)- et aux ca ractérist iques
en boucl e ferm ée. Nous avon s compar é les spec tr es d 'un mod èle (L ,V) bina ire C il bo ud e fermée ,
la comma nde étan t calculée soh directement sur cc modèle, soit sur un modèle réd uit ob te nu
par la technique d 'a grégat ion des plateaux. Ces compar aisons mon t rent que;
- ùans lous les cas , la com man de ca lculée sur le modèle comple t modifie les faib les con s-
ta ntes de temps d u rnodèle ;
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- sur le modèle réduit, au fur et à mesure qu'est restreint le nombre des plateaux pour les
compartiments de rectification et d'épuisement (au profit du compartiment d'alimenta-
tion), la commande modifie des constantes de temps de plus en plus faibles.
Utiliser des mesures proches des extrémités implique des variations plus brutales de la
commande car les perturbations sont observées tardivement -problème (P4)-. Nous avons par
ailleurs mentionné dans la partie précédente la mauvaise représentativité des faibles constantes
de temps du modèle (L,V). Ceci se traduit en boucle fermée par une mauvaise précision des
gains de la commande. Ces variations plus brutales et moins précises de la commande ne sont
pas sensibles quand il n'y a qu'un très faible retard à l'acquisition des mesures et au
des commandes. Dans le cas contraire, la dynamique de la colonne est beaucoup plus
et l'ensemble de ces différents phénomènes tend à déstabiliser l'ensemble colonne-commande,
comme le montrent les simulations du chapitre 8.
Nous discutons brièvement en annexe d'un observateur proposé par Deza [22], qui de
reconstituer l'état du modèle complet et éviterait ainsi la mesure des compositions Nous
montrons dans la section 8 que même sous l'hypothèse d'un état mesuré, la commande du modèle
complet est très sensible aux retards sur les sorties. En conséquence, l'utilisation de cet observateur
n'améliorerait passes performances.
7.3 Commande prédictive
C'est une méthode très employée dans l'industrie. Elle consiste à.calculer la commande par
minimisation d'un certain critère sur un horizon fini, ce qui revient à résoudre un problème
d'optimisation. L'erreur entre les sorties -dont l'évolution est prédite par un modèle- et leurs
consignes entre toujours dans le critère. Une pénalisation de la variation des commandes lui est
adjointe la plupart du temps.
Le type du critère, la définition ou non de contraintes, le type de modèle linéaire utilisé con-
duisent à de très nombreuses variantes. Les critères linéaires sont peu utilisés (pour un exemple,
voir [10], où les auteurs utilisent un algorithme de programmation linéaire). Les critères qua-
dratiques leur sont généralement préférés. Les problèmes sans contraintes ont été utilisés les
premiers. Citons le "Model Algorithmic Control" et le "Dynamic Matrix Control" [19,87,141].
La résolution de tels problèmes est simple d'un point de vue algorithmique. La possibilité
d'indroduire des contraintes sur les sorties ct les commandes semble avoir été un élément
déterminant dans le succès de ces approches auprès des industriels. Introduites dans ce contexte
par Garcia ct Morshedi (Quadratic Dynamic Matrix Control) [41], elles sont actuellement très
en vogue [43,50, 140]. Il u'existe que peu de renseignements sur \cs algorithmes de résolution.
Les méthodes des contraintes actives (résolution des conditions de Kuhn-Tucker) et du gradient
réduit semblent généralement utilisées [93]. Un exposé de ces algorihmcs est disponible dans [75],
ou [16, 17, 18]. Un résumé complet des diverses approches et applications existe dans [42], où les
auteurs exhibent les similitudes avec la méthode du modèle interne, discutée dans la section 7.5.
Le but n'est pas ici de détailler toutes ces approches, ni d'analyser les problèmes d'initialisation
et de convergence des algorithmes, ou les problèmes de stabilité en boucle fermée. Nous Ile
remettons pas en cause le fait qu'elles puissent fonctionner correctement -au moins tant que le
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système évolue dans un voisinage du point pour lequel le modèle a été identifié-. Mais nous re-
marquons cependant que l'utilisation d'un modèle réduit de la dynamique est systématique. En
effet, des modèles entrées-sorties sont utilisés -Ies sorties sont les compositions des produits et.
non des températures internes-. Comme les systèmes considérés sont stables, les tranferts sont
développés en séries, tronquées à un certain ordre. Même si cette réduction est dictée par des
problèmes de complexité numérique, elle facilite l'identification et revient à utiliser un modèle
de la dynamique lente. Ceci conforte notre constatation sur l'utilisation des modèles réduits.
Là encore, le désavantage principal réside dans l'approximation linéaire et des travaux récents
tentent d'y remédier (par exemple en utilisant une prédiction en partie non linéaire [43]).
7.4 Commandes stationnaires de modèles réduits
Dans cette section, nous décrivons:
- la commande par modèle interne, qui occupe une place très importante dans la littérature
depuis les travaux de Morari [116];
une méthode de réduction, dite des réalisations équilibrées. Nous n'affirmons pas que cette
méthode conduit à une régulation plus performante que les approches par commande
prédictive ou par modèle interne. Nous souhaitons simplement montrer la robust.esse de
la commande des modèles réduits. Dans ce but, nous utiliserons comme exemple dans
le prochain chapitre un modèle réduit par cette méthode. Nous mettrons en œuvre sur
ce modèle un schéma classique observateur-contrôleur (calculé par synthèse quadratique,
= 1<.6.xavec J( solution d'une équation de Ricatti) qui nous servira en quelque sorte
de prototype des commandes de modèles linéaires réduits.
7.5 Synthèse par modèle interne
Plusieurs chercheurs insistent beaucoup sur la pertinence de l'approche par modèle interne.
Elle concerne les systèmes linéaires] et consiste à utiliser une paramétrisation différente des
contrôleurs. La dynamique du procédé est supposé vérifier la relation entrées-sorties fréquentielle
y(s) = G(s)u(s) + d(s),
où
- y (s) est le vecteur des sorties;
-u(s) est le vecteur des entrées j
des) est un vecteur de perturbations;
Idans [57], les auteurs proposent nneextension non-linéairepourunrnodèlestabJe, mono-entrée et mono-
sortie, de fermenteur. Dans [27], Economou et al tentent une extension plus globale mais peu convaincante il
reste beaucoup de problèmes d'inversion et de stabilité à régler.
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G(s) est la fonct ion de transfert du procédé.
Chap . 7. Autr es ap proc hes
l' our atteind re la consigne y", au lieu J 'ut iliser le classiq ue régulateur C(s) <le la figure 7.1,
cet te approche se base sur la figure 7.2, oit l'st la connaissance disponible d u procédé
el Gc(s ) est défini pa r J'utilisateu r [14.'51. Les deux représentations sont équiva l..nte s : pour
chaqu e coup le (G(s), G. (s)), il existe =:; (1 - G. (,,)G(5))-IG,,(S) qui conduit a u même
transfert de yO(s) à y(s ). On a
, l') G(' l(J - G«.)(U(,) - è (' )W'G «.)(y«.) - dt. )) +d(. ).
si on su ppos e que G(s) =G(.,) , la syn thèse est très simple puisqu'il su ffit, si G(s) est
stable, J 'assurer la sta bilité de Gc(s) pour gar an ti r la stabilit e de l'ensemble. Comme l'ont
remar qué Gar cia. Pret t et MOfllri, cette par am étris at lon n'es t pas récen te (voir les références
dan s ['12]). SOli intérêt est de simplifer la mise au point des cont rôleurs. Pour G(,,) stab le, Garcia
ct Moreri [38, 39] p roposent la démarc he suivante :
- (i) facto riser (;(5) Cil è(s) = è+( s)è _(s), où Gt (O) = l , G-t(s ) compr end tous les
ret ards et les zéros instables de è (s);
(ii) chois ir un "filtre" P(s) tel que F (O) =: 1 ;
(iii ) choisir =: O_(S)- I1"(s).
Les cond it ions sur Gt(O) et F (O) permettent d'éviter les dé<-alag('s statiques. Le rôle ne 1"{s)
est d'adouci r les variations de la com mande et de garantir la possibilité de réaliser C c [10·1, 131].
Garcia el Morari [40], puis d 'a utre s, ont cherché <k puis i\ calculer différem ment les contrôleurs
Ge(s) =: 11(., )1"(8). La dé mar che reste la même,
recherche d'un Jl (s) pour è(s ) =: G(s ) ;
- synt hèse de F (s ) pour conse rver une certaine robustesse polir è (s ) #- C (s),
ma is 1l:"S étapes de recher che de If (., ) et sont plus raffinées. lI (s ) est la sol ut ion d 'un
probl ème d'o ptim isation, au sens Hoc" plus rarement au sens de la nor me J12 [143, 144, 142].
Un lien ex iste avec la com mand e pr édictive [42] : on cherch e à obteni r en boucle fermée des
performanc es défin ies par le critère à minimiser. Là on obti ent d irecte ment la valeur des com-
ma ndes (la com mande est non-stati onna ire ) alors qu'iel on ob t ient la fonct ion lie t ra nsfert d 'un
cont rôleu r (la com mande est stationnaire). Le filt re 1"(s) est calc ulé par la mét hode de la valeu r
de structure, aut rement dit pa r la p-synthèse int rodu ite par Doyle [25, 26]. La con-
nais sance de la structure dl':; incertitudes sur le modèle est alors nécess aire (117, 119, J18). Se
grt'lfenl <Joncsu r la struct ure par modèle interne les ap proc hes récentes de commande lin éaire
"rohuste" [33, 32].
Les modèles du proc édé sont J et! modèles réd uit s de la dyna mi que lente et vont d ans le
sens d' une résolution de (P 2). (1' 4) n'est pas abord é : dans les ar ticles, les sort ies sont les
compo sit ions des produits. 11 est cepe ndant probab le que pour les applicatlous, la méth ode
soit utilis ée sur des modèles dont 1('5 sorties sont des températures int erne s. L'approche suivie
pour te nte r de résoud re (1'3 ) consi s!.", en une étude de la robu stesse face aux pert urbations de
modèles.
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Figure 7.1: Approche classique
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Figure 7.2: Approche par modèle interne et robustesse
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7.5.1 Exemple de commande d'un modèle réduit
Nous avons vu que la réduction du modèle de commande a une grande importance. Plusieurs
techniques sont envisageables pour la mener à bien. L'identification d'un modèle a priori de la
dynamique est courante. Sans même parler des difficultés qui lui sont inhérentes (on pourra
consulter à ce propos [85, 77]), elle nécessite de nombreux tests sur le site, qui perturbent la
bonne marche de la raffinerie. Il s'agit en effet d'analyser la réponse à des échelons ou à des
impulsions sur les commandes et le débit de la charge, tout en maintenant la colonne autour
du même point de fonctionnement -Ia composition de charge devant donc être constante-.
Nous procédons différemment. A partir de renseignements sur la géométrie de la colonne et
son mode de fonctionnement, nous construisons un modèle de connaissance, de type (L,V).
L'approximation tangente de ce modèle nous fournit un système linéaire que nous pouvons
alors réduire. Aucune procédure d'identification sur site n'est dans ce cas nécessaire. Bien
entendu, une telle approche ne permet pas de modéliser des retards -est-ce si important?-
Par contre, l'obtention de linéarisés tangents en de nouveaux points stationnaires est plus
simple. Par ailleurs, le modèle complet permet le calcul de plusieurs modèles réduits d'ordres
différents sans difficulté. Nous présentons ici la méthode de réduction dite des réalisations
équilibrées, introduite par Moore dans [83, 89]. Nous ne prétendons pas que cette méthode offre
des performances vraiment intéressantes d'un point de vue pratique. Nous nous en servirons
dans le troisième chapitre (107) pour montrer en simulation que les commandes à bases de
modèles linéaires réduits sont plus robustes que les approches sur des modèles linéaires complets.
Soit le système linéaire stationnaire
dt
Y
olt x E Rn, 11 E H" et y E H"
Les grammiens de commandabilité
Ax+Bu
Cx
et d'observabilité
Wo = 100 etAT CTCetAdt
sont les uniques matrices symétriques définies positives respectivement solutions des équations
de Lyapunov
et
Une réalisation (A,E, è) est dite équilibrée si
(i)elleest minimale;
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(ii) = Ax est un système asymptotiquement stable;
(iii) les grammiens de commandabilité et d'observabilité correspondants sont égaux à la
matrice diagonale A = diag( 0"1, ••. ,O"n), 0"1 0"2 O"n, OÙ les 0", sont les valeurs
singulières de À.
Moore montre que, sous les conditions (i) et (ii), il existe un changement de coordonnées
linéaire de l'état qui rend la réalisation (A, E, C) équilibrée. Il propose alors de réduire le
système en ne conservant, pour la réalisation équilibrée, que les états correspondant aux plus
grandes valeurs singulières de A. Ceci revient à éliminer les états les moins commandables et
observables. La stabilité du système réduit est par ailleurs garantie (c'est une conséquence de
la stabilité de A).
I! existe plusieurs algorithmes pour calculer le changement de coordonnées [68, 71, 83]. Voici
celui proposé par Moore, largement amélioré depuis:
- Calculer le grammien de commandabilité Wc du système original;
- Mettre Wc sous la forme Wc = VcEcEcv;,T ;
- Effectuer le changement de coordonnées x = VcEcx;
- Calculer le gram mien d'observabilité Wo du système transformé;
- Mettre Wo sous la forme Wo = vaT;
'" .... -1.
- Effectuer le changement de coordonnées x = v"Eo 2 x.Le système en x a une représentation
équilibrée.

C hapitre 8
Simulations
Ce chapitre est ronsar r é à 11\ de r ésult at s de simulat ion. Il Ni t or gan isé en deux
sect ions :
dans la premiè re, nous comparons 1('5pe rform ances de quat re méthodes pour la commande
d' une colon ne bina ire (un d épeopaniseu r} : nous montro ns qu' il est nécessai re en pr atique
d 'ut iliser un mod èle (le ta dynamique lente ;
- dans la seconde, nous présento na, pour une cotonn e pseudo-bina ire (une stab ilisation
d 'essences ) clans un environnement très pertur bé, les performances de la loi de com mande
que nous avons exposée au chapitre 6, page 83.
8 .1 C ompa raiso ns d e diverses m é thodes
8.1.1 D escrip t ion d e la co lon ne
La colonne choisie pour ces simulations est un déprop anise ur , pour leq uel les compos és dés
son t le propane et le bu tane . Cdu- colonne de 12 pla teau x est alimentée au plat ea u 21 par un
mélan ge con te na nt
- 2,5% d'éthane ;
35% de pro pane ;
- 60% de butane ;
2,5 % de pentane.
Les prod uits de la sépara tion sont:
un dist illat qui contient maj oritahemeut d u propane. L'é thane con tenu da ns l'a lime nta-
t ion se concentre en t ète de colonn e ct ne peu t sor t ir que dan s ce produ it . La.régula t ion de
la fract ion molaire de bu tane Ja ns le di st illa t const itue un des objtttirs de la commande ;
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- un résidu qui contient majoritairement du butane. Le pentane contenu dans l'alimentation
se concentre en fond de colonne et ne peut sortir que dans ce produit. La régulation de la
fraction molaire de propane dans le résidu constitue le second objectif de la commande.
Dans les conditions simulées, la colonne doit permettre d'obtenir des taux d'impureté con-
sidérés comme faibles dans l'industrie du raffinage (les critères sont plus stricts en pétrochimie
où les taux d'impureté doivent être de l'ordre d'une partie par million -ppm-) :
le distillat contient 0,5% de butane j
- le résidu contient 0,5% de propane.
Ces valeurs sont représentatives des souhaits des utilisateurs, les résultats sur site du chapitre
suivant le montrent.
Les équations utilisées pour la simulation sont celles présentées dans la première partie
du mémoire sur chaque plateau, nous écrivons un bilan de matière et d'énergie pour les
quatre composés et utilisons un modèle hydrodynamique. Les caractéristiques et les relevés de
fonctionnement de la colonne réelle nous permettent de choisir divers paramètres de manière à
reproduire au mieux sa dynamique. Le sytème algébro-différentiel ainsi défini est integré grâce
au logiciel SPEEDUP.
8.1.2 Description des lois de commande testées
Etant données les faibles teneur en éthane et pentane de l'alimentation, la colonne est supposée
binaire. Nous avons écrit le modèle (L,V) correspondant à la dynamique des composés clés,
propane et butane. Le composé de référence est le propane. La retenue molaire par plateau est
estimée à partir du point stationnaire du modèle de simulation décrit précédemment.
Commande linéaire du modèle (L,V) eomplet
C'est la commande de l'approximation tangente du modèle (L,V). Cette commande nécessite la
connaissance de l'état correspondant aux plateaux 2,3 et n -1, c'est à dire l'écart à la fraction
molaire de propane à l'équilibre. Par un calcul du point stationnaire du modèle (L,V), nous
connaissons les fractions molaires de propane à l'équilibre. Quoiqu'elles ne soient pas mesu-
rables en pratique, le contrôleur dispose en simulation des fractions molaires de propane sur ces
plateaux: elles sont supposées parfaitement mesurées, nous ne construisons pas d'observateur.
La trajectoire de référence pour la sortie de tête est du second ordre. Pour la sortie de fond
Ull premier ordre suffit. Les pôles choisis pour ces trajectoires correspondent à des constantes
de temps de dix minutes. Nous avons testé des valeurs différentes, mais les résultats obtenus
sont comparables avec ceux décrits ci-dessous.
B. 1. Comparaisons d t' d lvce sc s m ét hod es
Commande n on -linéa ir e du rnod êle (L, V ) co m p le t
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Nous appliq uons la techniq ue d u rejet <les pertur bations sur le mod èle (L,V) , les sorties cho isies
étant la frac tion molaire de propane en fond et celle d u propane dans les vapeur s de tête, pour
éviter le prob lème de dégéné rescence dl: la matrire {le découplage au poin t st at ionnaire . Comm e
pour la métho de précédente, 1l.'Sfractions molaires de propane sur les plateaux 2, 3 et n - 1
sont nécessai res à la commande : le cont r ôleur en dispose pendant les simulations (elles sont
sup posées parfaitement mesurées]. Les t raje ctoires de référence sont linéaires d u prem ier ordre ,
avec des constantes de temps <le dix minutes . Li!.encore, un choix différent de ces consta ntes
ne re met pas en que stion les concl usions eXJ>osPes ci-de ssous.
C o m m a nde lin éa ire d 'un m od èle réd u it par la tech nique de s réalisat ion é q u ilibrées
Nous nous baso ns sur l 'approximat ion tangen te du modèle (L,V). Par la technique des réali sat ions
éq ui librées déc rite a u chap it re précédent , nous ob tenons un modè le de dim ension cinq, q UÎ capte
l'essen tie l de la dynamiqu e. Le cha ngeme nt linéaire de coordonnées nécessaire pour obt enir une
réa lisat ion équilibrée dé tr uit le sens phy sique <les état s d u modèle : il n'es t pl us quest ion ici
d 'écar t par rap por t aux fractions molaires de pro pane à l'équilibre. Nous supposons donc que
seules les sorties sont mesurées et const ruisons UI1 observateur de type Lucnberger pour estimer
les cinq éta ts du modè le.
Les commandes sont ca lcu lées par un reto ur d 'ét at linéaire, solutio n d 'u n prob lèm e à cri tère
quad ratiq ue sur un hor izon infini. La matrjre des gains est do nc soluti on d'une équ ation de
Ricatt i. Les formee quadr atiques affcr teés aux ent rées et aux sort ies tradu isent , ou t re une
mise i!. l'échelle des var iab les , une pénalisat ion de la variat ion des sort ies. Nous toléron s de
forte s variat ions des com ma ndes pou rvu que les sort iC's restent proches de J'orir;ine. Le gai n
de l'obser vateur est calcu lé par placement de pôles. Ceux -ci sont fixés au double de ceux du
contrôleur. de sort e que la converge nce de l'obser vat eur soit plus rapid e.
Unc êt ude en simula tion de tou te s les comm andes linéaires pr oposées récemme nt nous aurait
conduit t rop loin. Nous consid érons donc cette loi de com mande comm e un prototype des
com mandes de modèles linéaires réduits. A cc tit re , les conclusions que nous t iro ns quant à ses
pe rformances doivent être compris es com me le minimum atteign able par de telles ap proc hes :
robustess e cor recte mais doma ine de validité réd uit par n ' que les non-linéa rités ne sont pas
prises en compte.
Co m man de n on -linéa ir e d 'u n mo dè le ré duit par a g régatio n d es p la t ea ux
Le modèle (L,V) complet est réduit par la technique d 'ag régation des plateaux. Nous extr ayons
lin modèle de dimensi on cinq en consi dérant les cinq comparti ment s suivants :
ballon de tête (p latea u 1) ;
plateaux 2 à 13, les retenues sont tr ansférées sur le plat eau 13 ;
platea ux 1·1 à 29, les ret enues son t tra ns fé rées sur le plateau d' a limenta tion (plateau 21) ;
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plateaux 30 à 41, les retenues sont transférées sur le plateau 30;
- ballon de fond (plateau 42).
Les sorties sont les fractions molaires de propane dans le distillat et le résidu. La commande
nécessite la connaissance des fractions molaires de propane sur les plateaux 13 et 30. Nous
supposons qu'elles ne sont accessibles qu'à partir des températures mesurées sur ces plateaux.
8.1.3 Résultats
Chacune des commandes testées est implémentée dans le simulateur sous forme de système
algébro-différentiel : le débit de reflux ct la puissance de rebouillage sont appliquées au modèle
de colonne de façon continue. En pratique, les commandes ne sont calculées que toutes les trois
à six minutes; nous ne simulons donc pas ici les effets liés à une discrétisation de la commande.
La perturbation retenue est une variation de la composition de l'alimentation: en 30 minutes,
la fraction molaire de propane dans l'alimentation de 35 à 20%, alors que dans le même
temps la fraction molaire de butane passe de 60 Ce type de perturbation est courant
sur site. Les consignes ne sont pas modifiés pendant la durée de la simulation.
Pour que les résultats soient significatifs, il nous faut considérer que les mesures des taux
d'impureté ne sont pas disponibles instantanément. Nous synthétisons les résultats sur deux
figures, représentant:
- pour la figure 8.1, les variations des taux d'impureté, communiquées au contrôleur avec
deux minutes de retard;
pour la figure 8.2, les variations des taux d'impureté, communiquées au contrôleur avec
trois minutes de retard.
Ces retards restent nettement inférieurs à ceux constatés en pratique, qui sont généralement
supérieurs à dix minutes.
Première figure
- commande linéaire du modèle (L,V) complet: au bout d'environ une demi-heure, les
sorties commencent à osciller de façon instable. En moins d'une heure, les variations des
commandes deviennent très importantes et impensables sur site. Elles sont telles que le
simulateur ne plus plus continuer à intégrer;
- commande non-linéaire du modèle (L,V) complet: ses performances sont très bonnes,
surtout pour le produit de fond qui ne s'éloigne pas de la consigne fixée. En tête on relève
un dépassement de 20% environ, mais la sortie rejoint sa consigne en une heure;
- commande du modèle linéaire réduit: les sorties s'éloignent beaucoup plus de leurs con-
signes, de 50% en tête jusqu'à plus de ]00% en fond. Elles y retournent par oscillations
amorties, en trois heures pour la tête et en guère plus d'une heure pour le fond;
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- commande non-linéaire du modèle agrégé: les dépassements d'environ 20% sont de l'ordre
de celui observé en tête pour la commande non-linéaire du modèle (L,V) complet. Le
retour aux consignes est cependant plus lent et comparable en temps à celui obtenu par
la commande du modèle linéaire réduit, quoiqu'il ait lieu dans ce cas sans oscillation.
Les commandes non-linéaires offrent dans ce cas de bonnes performances: faibles dépassements,
retour aux consignes sans oscillations. La commande linéaire du modèle (L,V) complet est inef-
ficace. Par contre, malgré de forts dépassements et un retour lent aux consignes, la commande
linéaire du modèle réduit fonctionne. Notons le caratère asymptotique du rejet des pertubations
pour les commandes de modèles réduits: il se traduit par un retour plus lent aux consignes.
Seconde figure
La commande linéaire du modèle (L,V) complet, déjà inefficace pour un retard de trois minutes,
n'cst pas représentée ici.
commande non-linéaire du modèle (L,V) complet: pour un retard de trois minutes, elle
présente le même type de réponse que la commande linéaire du modèle (L,V) complet
dans le cas précédent. Au bout d'une demi-heure, les sorties commencent à osciller de
façon instable et, en moins d'une heure, les variations demandées sur les commandes sont
telles que la simulation s'arrête;
- commande linéaire du modèle réduit: les dépassements observés (environ 50 % en tête
et plus de 100%) en fond sont comparables au cas précédent. Toutefois le retour aux
consignes, toujours par oscillations amorties, est plus lent: il s'effectue en quatre heures
environ, au lieu de trois;
commande non-linéaire du modèle agrégé: les performances, tant du point de vue des
dépassements (environ 20% en tête comme en fond) que du retour aux consignes (sans
oscillation en trois heures environ) sont quasiment identiques à celles du cas précédent.
L'augmentation d'une minute du retard n'a pas d'effet sensible sur les performances.
Les commandes de modèles réduits offrent des performances comparables au cas précédent, à
l'exeption du temps de retour pour la commande linéaire. Par contre, la commande non-linéaire
du modèle complet devient inefficace en présence d'un retard plus important.
Conclusions
Ce comportement des quatre lois de commande est reproductible en face d'autres perturbations,
pour divers réglages des commandes et problèmes de capteurs. On peut, noter toutefois une
amélioration des performances des commandes linéaires quand les taux d'impureté choisis sont
plus importants. Ces deux tests permettent d'affirmer que
- la prise en compte des non-linéarités ne suffit pas pour la synthèse d'une commande
robuste;
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- il est ca pital d'u tiliser lin modèle réduit de la dynamique pour gagner en robustesse. C 'es t
alors seulement qu'il est utile dl" prend re en compte 1("8 non-linéarités , afin d 'améliorer
la préc ision. En prése nce Je très fe rtes per tu rbat ions, cet te prise en comp te de vient
nécessaire, car même la comm ande de mod èles linéaires réduits devient dans ce cas inef-
ficace.
Xous avons étu d ié - dan s le cas réelle men t binaire- le spec tre de l' approxi mat ion tan gente
quand les sorti es de la colo nne sont par IF.!com mand es non-linéai res présen tées cl-
dessus. Rappelons q u'en boucl e ou verte, le modèle (L,V) d' une colonne binaire poss ède une
approxima t ion ta ngent e don t to utes les vale urs propres sont rée lles cl néga ti ves, Sur la fi
gure (8.3), les phénomènes suivants sont bien visibles :
- la com mande non-linéair e du modele romplet te nd à modifier l'ensemble du spect re. Elle
im plique notam ment l'apparit ion de vale urs propre s comp lexes conjuguées ;
la com mande non-linéa ire d u modèle réd uit ne modifie que les plus grandes const an tes de
tem ps du système : ces résu ltats sont en acco rd avec la mét hode de réduction présen tée
dans l' intr oduct ion de ce mémoire.
Le modèle (L,V) com plet n'est pas celui qu i sert pour simuler le fonction nement de la
colonne. En cons équence, et confo rméme nt aux commen tai res de la pagt>99, celui-ci traduit mal
les faibles const antes de te mps (lu modèle, l' t '(:11ga ins de la co mmande sont peu précis pou r
la compensation des ph énomè nes r-apides, théoriquement garant it>pa r la commande du mo dèle
comp let . Cec i n 'es t pas géna nt si 11.'11mesure s sont lnt anuanées -les perfo rma nces de la com mande
du modèle non -linéa ire comp let sont excellentes dan s ce cas-, ma is devient red hibi toir e dès q ue
des retards sont introd uit s dan s le bouclage.
8 .2 C o m man de d'un modèl e réduit d e co lonne p seu do-
bina ir e
Nous présenton s dans cette sect ion 1("$ performances de la com mande d 'un modèle réd uit de
colonne pseudo-binaire. La colonne est une sta bilisation d' essences : le but ane conten u da ns
l'ali mentati on es t sout iré en tête de colonne, laissant en fond une essen ce plus lourde, donc
sta bilisée . Le but cie la colonne est de réguler 1l."S taux d' impu reté du penta ne le plus léger
[lsopentane] dans le produit de tête et du butane le plus lourd (normal-butane) dans le produit
de fond. La colonne a 38 plateau x d o'St alimentée au 20 par lin mélang e très riche
d ' éthane , de prop ane, de butanes (isohutan .. et normal-but ane), d,. pentanes [isopent ane s et
nor mal -pentane), plus des essences (nous employons cc te rme pou r désigner les molécules à plus
de six carbones ].
Pour simuler la dynam ique d'u ne telle colonnt" par la. méthod e décr ite dans la p remière
part ie d u mémoire, il faut se baser sur un nombre raisonnable de com posés. Le modè le alg ébeo-
différent iel ob te nu en décrivant les bilans J e mati ère et d'én ergie ainsi que l' hydrodynamique
des plate aux et lei régulations de hase res t.. clans cc cas ruenipulable par le logiciel ut ilisé . A
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par tir des chromatographies disponibles de l'al imen tat ion , nous avons regroup é les isopent.anes
en un seu l com posé auquel nous avons att ribu é les ca racté rist iques de l'is open tan e ma jo rita ire
dans l'a limentation. Nous allons répart i les molécu les à plus de six atom es de car bone en deux
"essences " , et identifié leurs pa ra mètre s th ermodynam iques pa r des somm es, pondér ées pa r
la teneur dans l'al imentation. des paramètres des comp osés originels. Cett e mét hode, d ite de
Pliicker, nous a permis de r..prod uire co rre-ct..m..nt k profi l de température J ans la colonne,
est imé à part ir de relevés de
- la tem pératu re J e tête ;
- la te mpé rat ure su r un plate au de la zone de rect ifica tion ;
- la te m pérat ure sur un plateau de la zone d'épuisement ;
- la températ ure de fond.
Pour construire le modèle de commande, nous avons supp osé que la colonne sépar ait un
mélange de quatre composés :
un composé trè s léger, représentant l' éthane, le propane et l'isob utane ;
- un compo sé clé, le normal- but ane;
l'a utr e com posé clé , l'iso pen tane ;
un comp osé très lourd , rep résentant le normal- pen tan e et les essences .
Le but d'u n regroupement en quatre comp osés es t de sy nth ét iser une loi de com man de ut ilisan t
seulement les quatre mesures de te mpé ra t ure citées ci-dessus. Nous avons ensui te écrit un
modè le (L,V ) complet de la dynam ique de ces qua tre composés . La com mande est ca lcu lée sur
le modèle rédu it déri vé de cc modèle (L ,V) .
Dans le résultat que nous présent ons, le débit d 'alimentat ion a les ca rac téris tique s d' un
bruit blanc (figure (8.4)). La composi tion J e l'a limentation est mo difi ée en Je ux heu res:
- l 'éth ane passe de 0,5 à 1% ;
- le propane passe de 6 à 9%;
- les bu t anes passent de 14 à 20% ;
- les pent anes passent de 5, 5 à 10%;
- l'esse nce légère passe de [la à 50% ,
l'essence lourde passe de 21 à 10%.
Ce tte vari atio n Je Ill.com posit ion de l'alimentat ion est importa nte. Dans le même te mps, la
températ ure de l' al imentation chut e de 10 degrés (396K à 386K) . La com man de est calc ulée
toutes les trois minutes et
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- les mesures de température sont retardées systématiquement de deux minutes et arrondies
au dixième de degré;
- les mesures de composition sont retardées de quinze minutes;
les commandes calculées ne sont pas appliquées directement mais passent dans un filtre
du premier ordre dont la constante de temps est fixée à 5 minutes;
la puissance de rebouillage communiquée au module de commande diffère de 10% de celle
appliquée à la colonne.
A l'inverse de la section précédente, la commande est ici discrète. Ces caractéristiques sont
représentatives des problèmes rencontrés sur site, quoique nous ayons exagéré volontairement
les variations du débit de la charge et le retard des capteurs de température (les thermo-couples
généralement utilisés n'introduisent pas de tels retards). La commande est appliquée à partir
du temps 0 des relevés.
Sur la figure (8.5), on peut constater que les performances sont acceptables et que les sorties
sont régulées convenablement: elles s'éloignent momentanément de leurs consignes, mais y
reviennent en un temps raisonnable. Les variations de l'alimentation sont perceptibles sur le
relevé des températures (figure 8.6). Ce résultat montre la robustesse des lois de commande
que nous proposons, mais révèle aussi ses limites (précision), dues au caractère asymptotique
du rejet des perturbations. De telles commandes sont utilisées en raffinerie, nous le verrons au
chapitre suivant. Elles ont remplacé, avantageusement au dire des utilisateurs, les commandes
monovariables classiques par des boucles proportionnelles-intégrales puissance de rebouillage
+---+ température en épuisement.
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Chapitre 9
Résultats sur site
Dans ce chapitre, nous décrivons le programme COLBIN qui permet la commande des colonnes
sur site. La première section fournit des détails sur le fonctionnement et la mise en place de ce
programme. La seconde concerne la présentation et le commentaire de son fonctionnement sur
une stabilisation d'essence et sur un dépropaniseur.
9.1 Le programme temps-réel COLBIN
Nos lois de commande non-linéaires de modèle réduits sont utilisées actuellement dans trois
raffineries de la société ELF-ANTAR France. Un programme temps réel, écrit en Fortran, en est
le support. Ce programme s'appelle COLBIN, pour colonne binaire, dont la régulation était le
but initial. Sa mise au point est le fruit d'une étroite collaboration entre le Centre Automatique
et Systèmes de l'Ecole des Mines de Paris, représenté par P. Rouchon et l'auteur de ce mémoire,
et la société ELF-ANTi\R France, représentée principalement par Fari Djenab et Jean Laforêt.
COLBIN permet maintenant d'appréhender la commande en qualité des colonnes binaires et
pseudo-binaires' il est installé sur des dépropaniseurs, des dééthaniseurs et des stabilisations
d'essence.
9.1.1 Modes de fonctionnement
COLBIN peut utiliser pour la régulation en qualité des couples de commandes extraits de
l'ensemble débit de reflux, débit de distillat, débit de résidu et puissance de rebouillage. Le
couple débit de distillat-débit cie résidu est exclu, à cause cie la contrainte imposée par le bilan
matière global.
Pour toute colonne existent des contraintes de circulation interne; il faut éviter par exemple
l'engorgement et l'asséchement des plateaux. Ces contraintes sont traduites par des bornes,
inférieures et supérieures, sur Je débit de reflux et la puissance de rebouillage. Lorsqu'une con-
trainte devient active, COLBIN passe automatiquement en mode monovariable : la commande
correspondant à la contrainte non-active est utilisée pour réguler la sortie prioritaire, définie
par l'utilisateur. Le retour au mode multivariable a lieu dès l'inactivation des contraintes. Ce
J2]
122 C ha p . 9. R é su lt a t s s u r site
mode de fonct ion nement pe rme t d'é viter les d ébouclegee et correspond à un souhait des ut i-
lisat eu rs. CO LAIN est utilis able en mode mono var jable ; dan s ce cas l' uti lisate ur do it préciser
que lle commende il souhaite employer.
9 .1.2 M ise en pl ace
COLB IN fourni t à des inte rvalles de temps régulie rs [de â à Gminu tes) les nouvelles com mandes.
En deho rs des consigne s pour les sorties, les variabl es suivantes sont utilisées :
le (lébit de ehar go et sa fract ion vapori sée ;
- les débits de dist illat et de résidu ;
- les fract ions mol aires <l' imp ure té dans les deu x sorti es ;
- les températures sur le plateau de tê te et le plateau de fond ;
- la tem pér at ure sur un pla teau dans la zone de rectification ;
la températu re sur un plateau dans ta zone d' épuiseme nt j
la press ion eu tête de colon ne.
La mise en place du logiciel est simp le. Il faut disposer d 'en regist remen ts du fonctionnement
de la colonne sur une période de te mps assez longue . Couplés il.des renseignements d ispon ibles
(le nombr e dt: p latea ux, leur géomé trie , les comp osés présen te, ... ), ces en registrements sont
suffisants pour init ialiser CO LBIN , en par tic ulier les te rmes int égraux. Nous évitons la phase
dél icate d'id enrification de paramètres à parti r des r éponses de l' unité à des excitalions calib rées.
Après un accueil mitigé, CO LBI:" est mai ntena nt consi d; r;' pa r les opé rat eurs des ra ffiner ies
françaises de ELf'-A:'lTAIt Franc e comme U ll ou t il fiable ct per formant ; la confiance dan s le
bon fonc tionnement du logiciel tes inci nte à focaliser leu r attention sur des unités plus sen-
sibles ; réa ct eurs, colonnes de bru t . . . Pour tes colon nes équipées, seules des modificat ions de
consignes , espacées, leur dem andent d u temps. L'essentiel des «;'bou clages est lié à des pann es
d'ordinateurs et il convient ma inte nant d'ê t re atten t if l' II problèn e suivant; quelles con nai s-
sances Faut -il maint enir pour être ca pable, le cas échéant , de conduire les colonnes en débi t de
reflux et pui ssan ce de rebouillage.
9.2 R ésult ats sur s it e
Pou r illustrer le fonctionne ment du logiciel , nous avons choisi de reprod uire, avec l' ac cord de
ELF- AXTAR France, une jo urnée du fonctio nnement d 'Un d èpropaniaeur d d'une stabilisa tion
d 'essences, deux colon nes sit uées à 1/\ raffinerie de Cr and puits (Sei n.. et \ fa rne) .
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C'est une colonne pseudo-binai re de 32 platea ux fonctionnan t sous une pression de l a ba rs. Elle
perm et de dé bar rasser l'ess ence de ses composés plus légers que le pentane. Les deux com pos és
clés sont ains i le normal- butane, le plus lourd des butane s, et l'iso pent ane , le plus lt>gN (les
penta nes .
Pendant la journée qu i nous int éres se, l'a limentati on de la colonne subi t de brusques va-
riat ions, tan t en d ébit qu' en composition -figure (9.1)- . Elles se retr ouvent sur les en trée s
-f igure (9.2)- . Les consignes son t respe-ct ées en moyen lie (0,8% molaire de normal-bu ta ne dans
le produit de fond et 0,2 % d'is opentaue dan s le produ it de têt e). Le ca rac tère asy mp to tiq ue
d u rejet est bien visible aux alento urs de la huiti èmt' heu re, quand ont lieu les plu s fort es
varia tions -fi gurc (9.3)-. Le fai t que la composition de la cha rge ait cJ];\ngé est détect able si
les températu res des ext rémités -fi gure (9.4)- sont exallli llN'S en même temps que les ta ux
d' im pureté J ans les prod uits. En effet, pour des taux d 'impu reté ideut.iqucs, la
tem pérature de tê te se st ab ilise t rois degrés en-dessous, celle du fond environ deux degrés en-
dessou s.
Ces perf or mances sont j ugées bonnes par les ut ilisa teurs. Noto ns to utefo is que la préc ision
de la comm ande est bien entend u forte ment liée à la préci sion des ca pteu rs, qui posent sou vent
des problèmes de décalages ct de précisio n (dé bitmè t res] ou de ret ard s (chromatographes ].
9 .2.2 Le dépropanise ur
Le produ it de t ète de la stabilisat ion d'essences précéde mme nt décr ite alimen te u n d ééthaniseur.
Ce lui-ci est aussi équipé de COLBIN et don ne de bons résulta ts. Mais son foncli onn t'llIf'nt ,
monovariable, est moins intéress ant dans le cad re de ceuc présentat ion (le d is ti lla t , vapori sé, a
un débit tr op faible pour servir à la commande ; c'est le débi t de reflux qu i per met la r égul a t ion
du nivea u de tête). Le produi t de fond de cette colonne est majo ritai rement Ull méla nge de
prop ane ct de butane, auquel s'a joutent en faibles proport ions [quelques pourccm s mola ires]
de l'ét hane et du pen tane. Ce prod uit est une partie de l'a limentation du d épro panise ur do nt
le foncücn nemenr es t discuté da ns cett e section .
Su r 42 plat ea ux et sous une pression de 15 bar s, le d épropaniseur perm et de séparer le
bu tan e du propane. Pendant les vingt quat re heures, le débi t dt" l'alimen tation est modé rément
variab le - figure (9.5)-. Le fai t le plus ma rquant est la brusque impulsion autour <le la huitièmt'
heur e, due à un changement des tamis. Les varia t ions de l'énergie de l'aliment aricn , r évélées par
les cha ngements de températu re, ont en fait une influence plus impo rta nte sur les sorti es: cet te
perturbat ion n 'es t pas mes urée, ct p"r ailleurs la commande néglige les aspects.éne rgét iques.
Coté sort ies -fig ure (9.6)- , on rem arq ue une meilleure régu lation de la com posi tion du résidu .
Approxima tlvemc nt entr e la d ixième et la qui nzième heu re, la contra inte de maximum sur la
puissance de reb ouillage est ac tive - figure (9.7)- : Ill.régulat ion passe en mOllovariable avec pour
objec tif la sortie de rond , prior itaire . Suite à une baisse du dé bit de cha rge, la commande mul -
t ivaria ble redevient poss ible vers la quinzi ème heu re; COLB IN abandonne automat iquement
le mode mon ovaria ble et corrige tr ès rapidement la sorti!" de têt e.
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Chapitre 10
Commande d'un réseau de colonnes
Le but de ce chap itre est de fourn ir un exemple de l'ut ilité de notre app roche en étud ian t un
procédé à deux colonnes coupl ées, uti lisé pO UT la distillat ion des essences. Une première section
décri t la com plexité du procédé- réd . Vient ensuite une description minima le de sa dyn amique,
qui nO\IS permet de bâti r des modèles de ta ille ra isonna ble pour la simulat ion et la synt hèse de
10Îs dl" com mande. Nous verrous qu 'il est possi ble de construire une loi de comm ande or iginale
à par tir d' un modè le agrégé . Cett e loi de comman de m ult.ivar juble, impliquant quat re entrées
e t quat re sort ies , se révèle robus te.
10 .1 D escri p tion du procédé sur si te
10 .1. 1 Méla ng e à sé p a re r et schéma d e sé p a rat ion
Le mé lange à sépar er est t rès riche, puisqu 'il im plique cent à deux cents const it uants, dont le
nomb re d 'atomes de carbon e par molécule varie de cinq à dix. Pour un nombre d 'a tom es de
carbo ne do nné, les familles suivan tes sont pr ésentes :
- par affines :
isopareffines
nap htèn es ,
- ar o m a t rques ;
- olefines ;
- cydo-oléfines ;
- sryr éniques.
Le schéma de fonct ionnem ent d u couple de colonnes est représe nté su r la figure (10.1.1). Le
méla nge à sép arer ent re dans la première colonne (appelée spli tt er], sur un étage proche du fond.
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Un sou tirage, dans le tier s supér ieur , pe rmet d 'a limente r la seconde colonne (a ppelée st ripp er ).
Le flux de vapeur sortan t en tête du stripper est réinject é dans le split.ter sur le p lateau de
recycl age , sit ué j uste au -dess us du plateau (le soutirage . Ce shéma de fonctio nneme nt perme t
d 'ob te nir t rois prod uits :
- une essen ce légère, en tête de splitter. Elle cont ient des comp osés à cinq ou six atome s de
carb one par molécule;
une essence moyenne, en fond de str ipper. Elle contient des com pos és do nt le nomb re
d' at omes de carbone pa r molécule varie de cinq à huit;
- une esse nce lour de, en fond de spli tte r. Elle cont ient des com posés don t le nombre d' ato mes
de ca rbon e par molécule var ie de sept à dix.
10 .1.2 Variables d e commande e t va r ia b les à co m m ander
Les variab les à com man der sont .
- Pour le spli t ter :
- la pression de tête ;
- le ni veau de tê te ;
- le niveau de fond ;
- la com position du pro duit de tê te et celle du pro duit de fond ;
- l' ou r le st ripper :
- le niveau de fond ;
la com posit ion du prod uit de fond.
Le débi t et la com position de la charge ne sont pas manipulahlcs. Par contr e, l' uti lisateur
dispose .
. . pou r le split ter, de
- la puissance de condensa tion des vape urs de tête ;
la puissance de rebouillage ;
- le déb it de dist illat ;
- le déb it de résidu ;
le débit de reflux ;
le déb it de soutir age ;
. pou r le st.rippe r, de
10.1. Description du procédé sur site
- la puissance de rebouillage;
- le débit de résidu.
Notons que:
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la pression dans le stripper est indirectement régulée par la pression en tête de splitter
le flux de liquide qui permet le contre-courant dans le st.ripper est généré par l'alimentation
à l'extremit.é supérieure. On ne trouve donc ni ballon, ni reflux en tête de stripper.
10.1.3 Régulations de base et commande en qualité
• Régulations de base
Classiquement, la commande est hiérarchisée: les niveaux et la pression en tête de splitter sont
régulés par des boucles rapides de type proportionnel-intégral. La commande en qualité, plus
lente, intervient au niveau supérieur. Les boucles de base sont:
- pour le splitter,
- pression de tête f-----4 puissance de condensation;
- niveau de tête f-----4 débit de distillat;
- niveau de fond f-----4 débit de résidu;
pour le stripper, niveau de fond f-----4 débit de résidu.
Les quatre commandes disponibles pour la commande en qualité sont donc:
le débit de reflux;
- le débit de soutirage;
- la puissance de rebouillage du splitter;
- la puissance de rebouillage du stripper.
• Commande en qualité
Actuellement, le but de la régulation en qualité est
- de maximiser le taux des composés à six carbones (communément appelés les C6) dans
l'essence légère tout en restant en-dessous d'un seuil fixé à l'avance;
- parallélemcnt, de maintenir l'essence moyenne dans une plage de composition caractérisée
par un "point 95%" (température pour laquelle 95% du mélange est distillé dans un
appareil normalisé).
134 C ha p. 10 . Co m ma nde d ' un résea u d e co lon nes
L'essence lourde n'est pas spécifiée. On cherch e donc à rt'gllier seulement deux sorti es.
Dans la suite (Je cett e étude , nous allon s transform er ces ob jec ti fs pour tirer parti des quatre
commandes disponibles.
10 .2 Descr iption minima le du p rocédé
10 .2 .1 Agrég a tion d es co m p osés
La simulat ion dynam ique d'u n tel procéd é imp lique le d éveloppement {le modêles d ifficile-
ment manipulables, étant donné le nombre impo rt ant de const it uants du mélange à séparer.
Notre pre mier ob jecti f est de représenter ce mélange par un nombre minimal de composés,
suscept ibles de repr ésenter l'essent iel de la dynamique du procédé . Nous avons choisi de re teni r
quatre composés, dont les proprié tés thermodynamiques sont dédu ites (If' celles des comp osés du
méla nge origi na l. Dans la su ite , nous repérerons ces composés par les dénom inations suiva ntes:
- le composé léger , qu i correspond a pproximati vement aux CS;
- le com posé m oyen , qui correspond approximat ivement aux C6;
- le comp osé lou rd , qu i corr espond approximativem ent au x C7 et aux plus léger s des CS;
- le com posé t r b lo u rd (ou lou rd plus), qui eng lcble des CS, les C9 el ClO.
Qualitati veme nt . nous pouvons observe r que :
- If':comp osé tr ès lourd ne monte pas dans la colon ne au-dess us du plateau d'alimentation.
Il sort da ns le produ it de fond du splitter.
Inversement, le composé léger ne descend pas au-dessous d u plateau d'a limen tation. Il est
par contre en partie sout iré: on le trou ve donc majorit ai rement dam Je prod uit de tête
du splitt er ma is il est présent aussi dan s le pro du it de fond du str ipper;
- Il" composé moyen est présen t dans les de ux colon nes. S' il sor t maj oritaire ment dans le
prod uit de fond du stripper, il est prese nt il la fois dans les prod uits de tête et de fond
d u splitt er.
- en fin, seules rreces du composé lou rd sont observab les su r les plateaux situés au-dessus
du plateau de recyclage . Celui-ci sort majorit air ement dans Je prod uit de fond du splitt er
mai s inte rv ient pou r 20 à.30% dana la composition du pro duit de fond de st ripper.
La figure (10.2. 1) résum e ces comportements qualitatifs.
10.3. Ecriture d'un modèle de commande
10.2.2 Objectif de la commande en qualité
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Partant de ces observations, nous nous sommes attachés à l'objectif de commande suivant:
- régulation du taux de composé moyen dans le produit de tête du splitter;
- régulation du taux de composé moyen dans le produit de fond du splitter;
- régulation des taux des composés léger et lourd dans le produit de fond du stripper.
Nous ajoutons ainsi une spécification du produit de fond de splitter. Notons par ailleurs que
la double spécification du produit de fond du stripper doit permettre de traduire correctement en
termes de fractions molaires la spécification en termes de "point 95%" La commande disponible
du stripper (puissance de rebouillage) ne peut servir qu'à évacuer un surplus du composé léger.
Ceci implique qu'il est nécessaire de réguler le taux du composé lourd sur le plateau de soutirage,
pour qu'en fond du stripper il puisse se stabiliser à la consigne fixée.
10.3 Ecriture d'un modèle de commande
Etant donné la complexité du système, nous n'avons pas pu démontrer de propriétés intéressantes
vérifiées par les modèles le décrivant (unicité du point stationnaire, stabilité en boucle ouverte
.. ). L'extension que nous proposons est donc formelle. Dans cette section, nous écrivons un
modèle (L,V) agrégé pour décrire le fonctionnement dynamique du couple de colonnes.
10.3.1 Description des flux totaux internes
Nous appelons:
F le débit d'alimentation;
LI le débit de reflux du splitter;
L 2 le débit liquide soutiré au splitter, soit l'alimentation du stripper ;
- V1 le débit de vapeur en fond de splitter ;
V2 le débit de vapeur en fond de stripper.
10.3.2 Agrégation
Nous avons choisi, en fonction des flux internes, d'agréger l'ensemble en cinq compartiments:
- la totalité du stripper constitue un compartiment. Les retenues sont transférées sur un
plateau proche de la tête (plateau t). Le ballon de fond est le plateau nt;
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- la par tie haute du splitter, c' est à di re Je ballon de reflux (p lat eau 1) et les pla teaux de la
tête jusqu'au recyclage inclus, forme le com part iment de recti ficati on . Les ret enues sont
transférées sur un plat eau l'Il ree tifieation [pla teau r);
- la par t ie bass e du split tet, c'est à dire le ballo n de fond (plate au n) et les plateaux
ju squ'au plateau e, forme le comp art iment d 'épuisemen t. Les retenues sont transfér ées
sur le plat ea u e (le plus hau t ) ;
- le pla teau de soutirage (plateau s ) et les plateau x en-dessous, j usqu'au plateau rn, forment
le com partiment médian, les ret enues étant tr anf érées sur le plate au m (le plus bas ) ;
- les plateau x m + 1 à e - 1 forrneut lc dernier compartiment . Les reten ues sont tr ansféré es
sur le pla teau d 'alim ent ation.
10. 3 .3 Equat io ns d e la com mand e
Not ons x [respec t.ivement y) les fract ions molaires dans le liqui de [res p. dans la vape ur) pour
Je etri pper . Pour le stripper, nous not ons X (resp . 1) les fractions mo laires dans le liquide [resp .
dans la vape m) La str ucture du modèle agrégé permet d'éc rire
X I Sdx"L Il Vh V2 )
X nl = S1(Xh L1,V2)
Xn = S4(Xe , LI, VI, L2, F)
Pour ces t rois zones, les calcu ls sont tout il, fait sta ndards . Au plate au de sout irage , nous avo ns
L1x, _1+ V1 Y,+1 - L )x . - V1y, = o.
L'agrég ation nous donne Y.+! comme une fonction de x., Xm • Li> VI et L2. Par contr e, il
pst difficile d' obtenir X, _l . En fai t , il ex iste plusi eurs façons d 'ou trepasse r ce pro blème . Nous
les avons testées en simulation afin Je sélectionne r la plus per forma nte, qui s'avère êtr e la
suivante . .
Il est possib le d 'exprimer toutes les fract ions molaires du compa rtimen t média n en uti lisant
YJ+I = Y' +l + /'1 L2 (x) _ x,) .
Nous somm es ainsi ra menés ail prob lème de l'estimation de x . ct y.+! . Des ap proxi mat ions
sont nécessaires ct c 'es t ici qu'i ntervi ent le savoir-faire accum ulé lors de l'étu de des colonnes
pseudo- hinaires. Soit E: un petit réel positi f. Nous SUppOSOIlS que
- (i) dan s le str ipper , les équi libres thermodynamiques sont te ls que 1 L = E:XL, où l'exp osant
L rapporte a u composé lourd ;
- (ii) dans le compa rtiment média n du split.ter, les équ ilibres the rmodynamiq ues sont tels
que xl = E:Y
'
, où l'exposant 1 ra pporte au composé léger ;
- (ii i ) le dis tillat d u sphtter ne cont ient pas de com posé lourd .
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Estimation de x, Le modèle the rmody namique d u com part iment médian est te rnai re . Nous
connais sons X*" Par l'hy poth èse (i), nous obte nons pour é = 0
t. ( V,) 'x. = 1 - L; Xnp (10.1)
qui nou s fourni t la fract ion mola ire du com posé lourd au soutirage. Par et la tempéra tu re T.,
nous pouvon s connait re x. entiè re ment , grâce aux relati ons (l't'quil ihre ther mody namiqu e.
E st im a ti o n d e Y.+! L'hypot hèse (ii) noua don ne, pour z =0, = Or , nous connaissons
x . et pou vons calcu ler y•• L'hypothèse (iii) nous per met d'écrire pour II' poin t sta tionnaire
Ut ilisant l'hy pothèse (i) pou r E.= 0 (voir ( lO.I)), cette équation devient
qui nous fourni t Y:+I' Not re est ima tion de Y.+! est com plète.
10 .3 .4 Synth ès e p a r les t empé rat ur es
La commande est calculée en inversan t les éq uat ions pr écédentes. Là.aussi. les fract ions mo laires
non- mesurées sont toutes est imables si l'on dispose des tempér at ures suivantes :
- T2 , températ ure en tête de splitt er ;
- T" te m péra t ure dan s le compar timent de rec tifica tion du sp litter;
- T., tem pérat ure au soutie age ;
- T,.., températ ure à l'e xtrémité inférieure d u comp artim ent méd ian du splitter;
températu re à. l'('x trémi té supé rieure du comp arti ment d'é puisement du splitter;
Tn• température en rond de splitter ;
- 'li, t l'mpéra ture dans le compartiment J 'ép uisement du strip per ;
- T"" temp é ra tu re en rond du st ripper.
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10.4 Performances de la commande
Nous présentons dans cette section la réponse simulée des deux colonnes à une perturbation
du débit de charge, qui baisse de moitié en une demi-heure. Les sorties sont mesurées avec un
retard de quinze minutes et les températures avec un retard de deux minutes. Le modèle de
simulation, qui comporte uniquement quatre composés, a été construit selon les règles établies
dans le second chapitre de ce mémoire: il prend en compte les phénomènes énergétiques et
hydrauliques.
Sur la figure (10.3), on note que le taux d'impureté du moyen est correctement régulé, en
tête ct en fond de splitter. Etant donnée la consigne importante pour le composé lourd cn
fond de stripper, la fraction molaire de léger y est moins facilement régulée, encore que les
performances soient là-aussi tout à fait acceptables -figure (l0.4)- : la commande proposée est
robuste vis-à-vis des retards.
D'autres simulations non présentées ici donnent également de bons résultats et valident la
structure de la loi de commande que nous proposons.
Représentation des composés L'étude présentée est relative à un modèle simplifié à quatre
composés, ce qui ne peut prétendre représenter finement la réalité. Se pose donc un problème de
la représentation des composés. La méthode utilisée jusqu'ici, notamment pour la représentation
des essences dans les stabilisations, fournissait de bons résultats. Nous n'avons pas eu le temps
d'étudier complétement cette question, mais des études préalables nous ont montré qu'il con-
venait d'être très attentif à cette phase d'élaboration de la loi de commande.
Cette structure de loi de commande sera prochainement testée sur un site industriel.
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Puissance de
condensation
SPLITTER
(Recyclage)
Soutirage
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Niveau de tête
Distillat
STRIPPER
Alimentation f-------i
fond Puissance derebouillage
Puissance de
rebouillage
Résidu
Résidu
Figure 10.1: Schéma de fonctionnement du couple splitter-stripper
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SPLITTER
x', [xm ]
1-------------'--------
T, x m X L, "
*
1
Figure 10.2: Comportement qualitatif des quatre composés agrégés
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Figu re 10.3: Commande du couple split.ter-str jpper
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Chapitre Il
Conclusion
Par cette thèse, nous étendons l'approche introduite par Lévine et Rouchon pour la commande
des colonnes binaires.
Une généralisation de leur approche pour les colonnes multicomposécs est très difficile
quand aucune hypothèse n'est posée sur le comportement des composés. Cette difficulté se tra-
duit par la méconnaissance des propriétés des modèles. L'unicité des points stationnaires des
modèles (L, V) n'est pas démontrée; notre contribution est la démonstration d'une propriété
vérifiée dans ce cas par le jacobien des fonctions d'équilibre. Au vu des tentatives commentées,
il nous semble que cette propriété sera utile pour des études ultérieures. La question de la
stabilité en boucle ouverte reste en grande partie non résolue; notre contribution concerne ici
une plus fine caractérisation de la dynamique du flash. Nous espérons qu'elle pourra servir de
base à de nouvelles approches du problème.
Devant ces difficultés, il nous a paru judicieux de restreindre nos travaux aux colonnes
pseudo-binaires. Nous fondant sur une nouvelle méthode de réduction, nous construisons des
modèles de la dynamique et montrons qu'ils sont stables en boucle ouverte et qu'ils admettent un
unique point stationnaire. Nous pouvons alors utiliser rigoureusement la technique d'agrégation
des plateaux et démontrer d'intéressantes propriétés vérifiées par le modèle réduit. Les ques-
tions de l'existence et des propriét.és des lois de rejet de pertubations sur ces modèles restent
toutefois délicates: nous avons pu démontrer seulement un résultat d'existence de telles lois.
Les simulations et les résultats sur site sont néanmoins tout à fait rassurants quant à leurs
performances, ct permettent d'envisager sous un angle nouveau la commande de procédés plus
complexes, comme l'illustre l'étude du splitt.er-stripper d'essences.
La conclusion à notre sens le plus importante de cette thèse concerne la place fondamentale
qu'il faut accorder à la modélisation pour la commande, et qui se traduit ici par la nécessité
de ne pas prendre en compte les phénomènes rapides et stables. Pour reprendre l'introduction,
cette attention constitue à notre avis une approche plus intrinsèque des problèmes de robustesse.
Il reste là beaucoup à faire, notamment dans l'éclaircissement des liens avec les études dans le
cas linéaire.
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Annexe A
Géométrie de la dynamique du flash
Dans nous reprenons et étendons un résultat présenté par Pierre Rouchon dans
sa thèse [98]; nous qualitativement la dynamique d'un flash adiabatique pour lequel
la pression et les rétentions liquide et vapeur sont fixées. Si l'équilibre thermodynamique est
stable, le système d'équations différentielles ordinaires décrivant la dynamique peut être in-
terprété comme un système gradient sur une variété riemannienne pour laquelle la métrique
dérive des matrices hessiennes des entropies et le potentiel est la production d'entropie. Quand
l'alimentation est constante, une telle interprétation assure la stabilité asymptotique et prouve
la convergence sans oscillations vers le point stationnaire, où la production d'entropic est mi-
nimale.
Nous commençons par une formalisation adéquate de l'équilibre thermodynamique. Nous
présentons ensuite le modèle algébro-différentiel du flash et construisons un système différentiel
équivalent. Finalement, la structure riemannienne et l'interprétation sous forme de système
gradient sont décrites.
A.l Préliminaires thermodynamiques
Cette section est consacrée à une formalisation inhabituelle mais pratique des relations d'équilibre
thermodynamique.
Nous notons, pour un mélange homogène de c constituants, S l'entropie, N = (NI"'" Ne)
les nombres de moles, H l'enthalpie. v le volume, P la pression, T la température et /-l, le
potentiel chimique du constituant i. Comme la pression est considérée par la suite comme un
paramètre, un ensemble adapté de variables indépendantes est II, 1'1 ct P. L'entropie S est
donc considérée comme une fonction de H, N et P satisfaisant la relation différentielle
'j'dS = dH - t /-l,dN, - vdP.
I=l
(A.1)
Ipour l'essentiel, cette annexe est la traduction en français de J'article "Geometry of the flash dynamics"
par P. Rouchonet Y. Creff [100].
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Cons idér ons maintenant un sys tème Ierrné dt" c consti tu ants mai nten u à la pression P et
ne rece vant de l'extér ieur ni chale ur ni masse. Le second pr inci pe de la t hermody namique
stipu le que le système tend vers un éta t d'équili brt"p OU f lequel l'ent ropie est maximale sous les
cont rain tes de constance de l'enth alpie JJ et des rete nues N. Noto ns p le nomb re possible de
phases. L'éq uilibre the rmodynamiq ue est alors ob te nu en résol vant le prob lème d'op tim isa tion
ou l'exposan t j est relatif il.la phase i. Si la phase j ("lllahs('nIR il. l'éq uilibre , N' et H J valen t
O. Si les p phases possibles sont présentes à nous pouvons écri re, pou r tou t j et to ut
k appart enant à {l , . . . ,pl, l'égalité dhivPt-s premi ères de SJ et Sk :
aSJ ôSt aSJ as t
a HJ = a llk et aNJ =ONt (A.2)
Ces condi tion s d' éq uilib re sont équ ivalentes aux condiuons classiques d'é galit édes te mpératures
cl des potent iels ch imiques dans toutes les phases.
Les équ ations d 'équil ibre (A.2) associées aux cont reintea de conser vat ion JI = L H J et
fi,' = L N J ne per mettent pas d'assu rer que l'ent ropie est maximale. Elles veu lent simp lement
dire que sa pre mière variat ion, 6S, est nulle. Si sa seconde var iation, 62S , est négative, cet
extremum est un maximum (loca l). Avec condi t ions de st abilité de chaque phase i .de telles
condit ions su r 62S sont ap pelées condi tion s de sta hilité thermod ynam ique :
(A.3)
pour toutes ph ases j et k (j f- k) et où D2SJ l'st la ma trice hessienn e Je l'entropie SJ par
rapport au x varia bles extens ives (N J, Il ' ). Remarquons (Ille D2S' :50 prov ient de la condition
de st abilité de la phase j .
Dans la suit e , nous considérons unique ment des équilibres liquide-vapeu r. Lesphases liqui de
et vapeur seront respectivement distinguéo a par les expo sant s 1et v.
NOliS nous plaçons sous J'hypoth èse suiva nte d.. sta bilité the rmodynamique :
T S: l'équilibre est thermod llnamiquement stable:
(A.4)
Si (HJ, .\ 'J, P) DSJ(II ' ,NJ,P) · (Jti , N J)
o = D 2S' ( IIJ ,NJ, P) _( II J, I"'J)
Com me la dépenda nce de SJ par rappor t il 1/' et N'est homogène de degré un, nous avon s
les iden tités d' Euler (voir les rap pels à la fin de l'annexe) , ap pelées rela ti ons de
(l ibbs-D uhem :
A.2 . Mo dè le algébro-différ entie l
vapeur
F = (F•• .. . , Fc.FuJ)
liquide
Figure A.l : Un flash adiabatique où la pression el les volume s sont constants.
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où D SJ et Ol SJ rep résen tent respectivement les dérivées première el second e de SJ par ra pport
aux var iables extensives (ll'. NJ) (j = l .v ) e t où le poi nt ..... correspo nd à l'év aluation des
opérateur s linéaires. Noto ns que la cond itio n de rang da ns les hypoth èses T5 signi fie que la
concavit é de SJ es t st rict e exce pté dans la direction de (HJ,NJ) .
Pour les mélan ges aaéotropiqucs où 1e5composi tio ns des phases liquide et vap eu r sont iden
t iques , T 5 res te vra i en génhal étant donnée la dépendance en les enthal pies H/ et Il '' de 5 / et
Dan s des condit ions cr itiques, où les deux phases deviennent indistinguables. D 2S1 + D2S"
n'e st plus J;fi nie négative, ct TS n'est plus satisfaite.
A.2 Mod è le a lgébro-d iffé rent ie l
Co nsidérons te flash adiabatique représe nté sur la fi/!;ure A. l . Supposons que:
- la pression, ICl:Ivolumes liqui de d vapeur so nt co ns tan te (régula teurs de pression e t de
niv..au plU"fa it.'l) ;
- 1f'S phase s liquide e t vape ur sont parfai tement m élangées e t à l' éq uilibre th erm od yna-
m ique ;
- l'équilibre t hermodynam ique satis fait les rela t ions TS indé pendernmen t du temps.
l.e comportement dy namique de ce sys tème est déd uit , d 'u ne par t des éq ua t ions différ enrlelles de
bilan ma tiè re d énergie , d'a utre par t des éq uatio ns algé brique s Je l'équilibre thermod ynamiq ue
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et des régulations:
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dRI dRv F-L-Vdi+-;U
RI vl(R 1) vi
vl(L) L (A.5)
RV V V
DSI(R I ) DSV(RV)
F = (F" ... ,Fe,FH! ) correspond au flux d'entrée matière et énergie (c est le nombre de
constituants) ;
- L = (L I1 ... ,Le,LH,) (resp. V = (Vi, .. ,VClVHV)) correspond au flux liquide (resp.
vapeur) de sortie;
RI = (RL ... (resp. W = (Rt, .. correspond aux rétentions dans le
liquide (resp. dans la vapeur);
- 51 (resp. SV)est l'entropie du liquide (resp. de la vapeur). DSI (resp. DSV) est la dérivée
première de 51 (resp. SV) par rapport à RI (resp. RV);
Vi (resp. VV)est la fonction volume liquide (resp. vapeur) (voir, à la section précédente,
l'équation (A.l)); vl(L) (resp. VV(V)) est le flux volumique de liquide (resp. de vapeur) j
- Vi (resp. VV)est le volume liquide (resp. vapeur), supposé constant.
La seconde (resp. troisième) équation de (A.5) assure simultanément que
- la retenue liquide (resp. vapeur) a la même composition que le flux de liquide (resp, de
vapeur) sortant du flash;
la retenue liquide (resp. vapeur) est constante.
Dans (A.5), nous n'avons pas rappelé la dépendance par rapport à la pression de SI, Sv, vi et
V V : celle-ci est effet supposée constante. Remarquons que le nombre d'inconnues (RI, W, L et
V), 4(c+ 1), est égal au nombre d'équations. Remarquons aussi qu'en raison de l'homogénéité,
il est possible de considérer indépendamment vl(R I) et vl(L), vV(RV)et VV(V).
A.3 Passage à un système différentiel
Pour des raisons de clarté, la dépendance des différentielles par rapport à RI et RV ne sont
vi VV
rappelées que lorsqu'un doute est possible. Notons TI(L) = vl(L) et TV(V) = vV(V) les temps
de séjour dans le liquide et dans la vapeur. Nous avons RI = TI(L) L, RV= TV(V) V
A.3. Passage à un système différentiel 151
La première difficulté provient du caractère implicite du système algébro-différentiel (A..5).
La notion d'index permet de mesurer ce caractère implicite. Ici, le système est d'index 2. Pour
plus de détails, consulter Sincovec et al [110] pour les systèmes linéaires et Fliess, Lévine et
Rouchon [30,31] pour les systèmes implicites généraux.
Le modèle (A.5) peut être réécrit explicitement de la façon suivante.
Lemme 9 Les solutions de (A.5) coincident avec les solutions du système différentiel ordinaire
= [D2SI + D2SVr l D2S"dt ri r V
dRu (A.6)
dt = [D
2S1 + D2S"r l D2S1
ri rv
{: Dvi [D
2S' + D2Svr l D2sv·P
Vi (A.7)
Dvv [D2S1 +D2S"rl D2Si . p
r V VU
pour des conditions initiales R;)) satisfaisant
Preuve Nous avons
L'hypothèse TS implique que D2S 1 + trs: est une matrice régulière. Alors
{
= [D2S1 +D2Svr l D2S"·
= [D2Si + D2Svr l D2SI .
où R = RI +W et 9f!- = F - L - V = F - -
à exprimer ri et r" comme des fonctions de RI, RU, vi, V" et F. Détaillons le calcul
pour Comme le volume liquide est constant, nous avons
dR/
Dvl.&=O,
soit
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Figure A.2: Le comportement dynamique du flash adiabatique est. décrit par un système gradient
sm la variété riemannienne L:. Le potcntiel est. la production d'entropie W
Les relations de Gibbs-Duhem impliquent que ors-. RV = 0, d'où
1 Dv l [D2S1 + D2Svri D2sv.F
-;i Do' . [D2S/ + D28vr 1 • D2Sv. RI
Comme
Dv l . RI = vl(RI) = d,
nous obtenons (A.7) pour l'expression de
A.4 Interprétation comme système gradient
Comme le montrc la figure A.2, nous allons prouver que le système dynamique décrit par (A.5)
est un système gradient sur une variété riemannienne (voir les rappels à la fin de l'annexe).
A.4.1 Structure riemannienne
La construction suivante est faite dans l'esprit de la formulation des équilibres thermodyna-
miques proposée par Weinhold [132]. Cependant, nous ne considérons pas directement l'espace
de Gibbs de l'entropie, du nombre de moles et du volume. L'espace de base dans lequel est
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plongée notre variété d'équilibre est le produit cartésien ]O,+oo[c+lX]O,+oo[C+1 de l'espace
des rétentions liquide par l'espace des rétentions vapeur.
Considérons la sous-variété L:de ]0, +oo[c+1 x]O,+oo[c+1définie par les équations suivantes:
l: = {l'v! = (RI, RV) E]O,oo[c-l-I X]0, oc] c+t, tel que:
DS/(RI) = DSV(RV), vl(RI) = vi et vV(RV) = VU.}
Notons que les équations définissant l: sont indépendantes, c'est à dire que le jacobien de
dimension (c + 3) x 2(c + 1),
est de rang plein, c +3. Cela découle directement des relations de Gibbs-Duhem (A.4) et de
l'hypothèse TS.
L'espace tangent à MEl:, Tl:M, peut être identifié comme le sous-espace des vecteurs
(0,1, QV)E JRc+l X IRc+l tels que
où les opérateurs D2 SI, o-s-, Dv' et Dv v sont évalués au point 1\1
Pour chaque MEl:, nous considérons la forme quadratique
où t représente la transposition et où D 2S1 et irs- sont les matrices hessiennes de 51 et SV
évaluées au point M = (Ri,RV).
Lemme 10 Pour tout M E
(l:,Q) est une variété
définit une structure euclidienne sur Tl:M. Autrement dit,
Preuve Clairement, QM est non-négative (hypothèse TS). Il reste à prouver que QM est
non-dégénérée. Considérons (QI, QV)E Tl: M tels que Q M(QI, QV)= O. Alors, tQI . D2S1. QI = 0
et tQv. D 2 sv . QV = O. L'hypothèse TS implique que QI est proportionnel à RI ct QVà RV Mais
Dvl . QI = 0 et DVI . RI = vi > O. Donc Qi = O. Similairement, QV = o. •
A.4.2 La dynamique dérive d'un potentiel
• Production d'entropie
La retenue d'entropie, S, est donnée par
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Les résulta t s que Pri gogine ct G lansdo rff [51, 90] ont obtenu pou r les sys tèmes dissipa tifs
peuvent s'a ppliqu er dire ct ement ici : la prod uction d' entro pie,
est non négat ive (S / est le flux entropique de l'alimentatio n, S i = S' CL) [ resp. = S"( V))
est le flux ent ropique liquide [resp. vapeur) sortant).
Com me c'est la dans la thèse de Pierre Rouchon [98J, cela peul se montrer di rectement
su r le mod èle (A .5). Nous avons
Comme lJSl = et d(R} R") = F - L - V , fl O U S ob tenons
= os' . F - ns . L - DS" V.
:'.Iais, par homogénéi té , 5 ' = DS / L el S " = OS" V Donc
w = ns/· p - sl (A.9)
Considéron s mai nte nant les flux pl et F" aux flux (le liquide et de vape ur corre spo ndant
au point sta tion na ire. Ils sont solutio n du problème d 'optimisation:
max (5'(1" ) +S"( F"))
p l , F'"
FI +Fv =;; F
En rempl açan t F par FI +F" et en utilisant l'hom ogénéité de 51ct S", obte nons
IV = ( OS' (L) - OS'(F ' )) . F' + (05"( V) - DS"(F")) · F" + s'(F' )+ S"(F") _ 51
Pour poursuiv re , nou s avons besoin du résult at su ivant: Si 4Jest une fonction réel le concave
et homogène de degré l dépenda nt de x EjO, 00(" et tellf' (lue le rang de égale n - l , alors ,
'l uc-lquesoit aEjO, + oof, oll a min ( [-al> ] x-ç.(rl) = 0.
.. J: d
L'hy pot hèse T5 et le résult at ci-dessus donne nt
Les définiti ons de F' et 1"" lmpllq uent que
SI(pl) + S"(F" ) - SI :::: O.
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Ceci prouve que la production d'entropie W, donnée par (A.9), est toujours non-négative. De
surcroît, elle est minimale à l'équilibre.
A l'exception du terme constant S/(pl) +SV(PV) - SI, la production d'entropie est dans la
forme standard
introduite par Prigogine et Glansdorff [51, 90] et où les termes J" sont les flux associés aux
forces thermodynamiques généralisées X". Ici, les termes de flux sont pl et FV et les forces
thermodynamiques généralisées sont DSI(L) - DS1(PI) et DSV(V) - DSV(PV).
Le critère universel d'évolution de Glansdorff et Prigogine [51] stipule que l'évolution de
tout système macroscopique dissipatif dont la production d'entropie est donnée par L" J"X"
satisfait à
ex;
Nous en déduisons directement la stabilité du flash quand la charge P reste constante. Comme
les termes de flux pl et pv sont constants, ::; O. De plus, il est aisé de montrer que
= 0 si et seulement si = O. Autrement dit, West une fonction de Lyapunov et
la stabilité est assurée. Mais cette analyse peut être enrichie en montrant que la dynamique
dérive d'un potentiel, ce qui constitue une propriété plus forte que l'existence d'une fonction
de Lyapunov.
• Le système gradient
Théorème 4 Le système dynamique décrit par (A.5) dérive du potentiel (la production d'en-
tropie)
W = DSI·P-SI
sur la variété riemannienne
dt
où 'V représente l'opérateur gradient associé à la métrique Q et 111 = (RI, RV) est le point
courant
Ce résultat implique que:
- si la charge F reste constante, le potentiel W satisfait
II est (localement) minimal à chaque point stationnaire. Donc, chaque point stationnaire
est localement asymptotiquement stable.
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autour de chaque point stationnaire, toutes les valeurs propres sont réelles et négatives:
Comme dans les coordonnées locales sur I:, le jacobien est de la forme -AB, où A et B
sont des matrices représentant des formes quadratiques définies positives (A est l'inverse
de la matrice de la métrique et B est la matrice hessienne du potentiel W), ce jacobien
est diagonalisable à valeurs propres réelles négatives: ceci découle d'un résultat classique
sur les faisceaux réguliers de matrices.
Preuve Nous devons prouver que les coordonnées du gradient de dans l'espace vecto-
riel JRc+l xTRe+l sont données par le membre de droite dans l'égalité (A.6). Autrement dit,
donnée la définition du gradient, si nous trouvons (gl,gv) E T''EM satisfaisant, pour tout
E TI: M ,
alors, nécessairement (gl,gv) sont les composantes de \7W dans l'espace vectoriel 1ReH x 1Rc+1
contenant T'EM'
D'après le lemme 9, établissons
gl [D2S1+ D2Svr 1 trs-. (F - -
s" [D2S1+ D2Svr 1 D2S1 (F _ _
et montrons que gl et e" appartiennent à TI: M . Nous avons
8n effet,
D2S1 [D2S1 + D2Svr 1 D2sv = D2S1 [D2SI + D2Svr 1 • D2sv
+D 2S1 [D2S1+ D2Svr 1 . D2S1
-D2S1 [D2S1 + D2Svr1 D2S1
D2S1 - D2S1 [D2S1+ D25vrl. D2S1
D2S1- D2S1 [0 251+ D2Svr1 D2S1
+D2sv [D2SI + D2Svr1 • D2S1
_D 2sv [D2SI + D2Svr l D2S1
tr s- [D2S' + D2Svr l D2S1,
soit
Les relations (A.7) avec les relations de Gibbs-Duhem D 2S 1 RI = 0 et o-s- RV = 0
impliquent que
Dv l . / = 0 et Do" . gV = o.
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Par conséquent , E
Prenon s mainten an t (0
',0") E l'EAf. Rapp elo ns qu 'alors D2S / · ni = œ" !\OIlS avons
_ ln
'
· D2S1 [D2S
'
+ F
[D2S
'
+ D2S ' · F
_ lo / · D2SI · F
F
- D i t ' (0 ' , 0")
Alors qui sat isfont (A . IO) pour tout vecteur tangent (0
',
0. ), son t les com pos ant es
de V It' dans 11l. <t1 x Il e-u •
A.5 Con cl us io n
L'ana lyse ci-d essus peu t êt re fa ite pour un flash isot.hf'rmf' . La fonction ent ropie S doit alor s
êt re rem placée pat la fonct ion éne rgie de Gib bs G . Pa r ailleurs, l'introduction Je pl us de Je ux
phases ne reqniert pas de mo difications substantielles .
Le problèm e es t beaucoup plus com plexe quand on considè re pl usie urs é tag es. Ccci es t du au
fa it que , à l'i nverse du flas h, la production d 'en t ropi e n 'pst plus minimale a il poin t st at ionnaire
e l pa r su ite n'e st plus cand ida te comme fonct ion de Lya punov.
Q uelqu es r ésult ats m a t h éma ti q u es
Id entités d ' Eu ler pou r le s fon ctions h omogèn e s de degré un L'ent ropie S est une
fonct ion homogène de degrl'> un, par rapport a ux variables ext ensives H et N , s..s dériv ées succesives
obéissen t aux identit és d 'E uler . Soit / un.. fonction de z E Uin , homogène de degré un, c'est à dire
qUl' /(>.z ) = IÀI/( z ). Alors, les dérivées premières et secondes de / vérifient:
D/(z ).z = /( z), D f (Àz ) = D/(z ),
D2f (z ).(z ,.) =O, IÀ-ID'J(h ) = D2/ (z) .
Vari é t és ri ema n n ienn es e t sy s tèmes gradien t s On t rouvera une présenta t ion détaillée
de la géomt rie ri..mannlenn.. dans Il.' livre dl:'Boo thby [5J. Une introduction élémentaire aux sys tè mes
gradie nts est disponible da ns Il' livre de Hirsch et Smale (5RI, page 199. NOliSrapp ..lons ici la définition
des objet s ut ilisés dans cette an nexe. Soit E une variété de dlmenaion 11. Noton s AI \.>point coutant
sur E et T EM, de dimension n , l'esp ace tangent à E en M . Une mé tr iq ue ri em a nnienne Q est
ca ractérisée par une applica tion E '" AI .....Q,'W , où QM h t une forme quadrati que définir positive
su r T EM. Gèomé triq uemeut , est la longueur du vecteu r Il E TE M. QM défin it sur T EM un
unique produit scalai re noté < .,. > M. te l que < Il ,11 > M= QM(U) pour tout Il E T };loI.
Le gradient de la fonctio n réelle U' sur E est l'unique champ de vecte urs
E M ..... V W( M ) E T EM
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'Vu E rL.M, < V'W(M),u >M = LuW(M),
où LuWest la dérivée de Lie de W par rapport à u. LuW correspond à la première variation de W
dans la direction tangente 1l en M. A chaque champ de vecteurs X -> X(M) correspond un système
différentiel dM/dt = X(M). Cc système est appelé système gradient si, et seulement si, le champ de
vecteurs X égale l'opposé du gradient d'une fonction réelle W : X = -V'W West alors appelé le
potentiel du système.
Annexe B
Forme du jacobien d es fonctions
d'équilibre
NOlis nou s int éressons id , à pression P fixée, aux propriét és du jacobien en x de la fonction
d'équi libre y = k(x , P ), où x (respec ti vem ent y) désig ne le vecteur des fra ct ions mo laire s da ns
le liquide (respectivement dan s la vapeu r] . r e t y sont de dimen sion c - 1 si c comp osés sont
im pliqués dan s le mélange. Cette fonct ion a été définie lors de la présent ation du modèle (L,V)
de colo nne , sans not er exp licite ment sa dé pendance en la press ion, celle-ci étan t considérée
comme cons tante.
Le rés ult at connu sous le nom de troi sième loi de Konovalov [791permet d'affirmer qu'en dc hon
dt' la région cr itique, le jacobien (fJk/ fJx) est un sca laire stricte ment positif pour les mélangps
b in aires . Le but de ce t te annexe est d émontr er une extension de cette loi valable dans le
cas multicomposé .
P ro p os it ion 1 Si les enthalpies m olaire s pflrt id/es de ,'aporisation sont égalcs pou r lou s les
alors, en dehors de la régiun cri tique, la ma trice (akj az) est diagonali_
Mbk valeurs prop res sont to ules ,list illctes et IIO.t il ives.
L'hypothèse d' tiga lité des enth alpies molaires par t if"lIf"s de vapoeisatio n est urihsée aussi pour
écr ire 1I10d<-le (L,V) de la dynamique d' une colonne à dlsfille r. Gr âce à.cette proposit ion , nous
dis posons d 'u ne proprié té intér essante ponr l'é t ude dt.' tel s modèles .
P reuve :
Soit le systèm e fer mé repré senta nt un mélange de c composés pour lequ el coe xiste nt à l'équ ilibre
t hermodynam ique une phase liqui de et une ph ase vapeu r. La. pression du sys tème est su pposée
con st ante.
Introduisons les nota t ions suivantes :
- les expos ants 1et v rap portent respect ivemen t aux phases liquide et vape ur;
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- N; désigne le nombre de moles du composé i (i = l, ... ,e) dans la phase p (1 ou v). NP
désigne le vecteur (NP,')'=I,...,c;
- pp" désigne le potentiel chimique associé au composé i dans la phase p (1ou v). pP désigne
le vecteur (pp,,)i=I, ...,c;
- le produit scalaire usuel des vecteurs VI et V2 est noté < VI, V2 >;
l'exposant T représente la transposition.
En définissant I1P,' comme la dérivée partielle de l'enthalpie libre de la phase p par rapport à
NP", nous avons à l'équilibre thermodynamique:
où la dépendance en la pression, constante, n'est pas rappelée. Les déplacements sur la variété
d'équilibre (déplacements quasi-statiques) à pression constante sont tels que
soit
(B.l)
Remarquons que:
. (ili que nous noterons 1\ = (1\').=1,.. c, égale multiplié par le vecteur des
al' 87" T
enthalpies molaires partielles de vaporisation (différence entre les enthalpies molaires par-
tielles des composés dans les phases vapeur et liquide), En effet, en désignant respective-
ment l'entropie, l'enthalpie ct l'enthalpie libre de la phase p par SP, HP et CP,
O/-IP,' = (OI1P'i) =
et er P,Np
( a OCP) (DSP ) 1 (OTSP)75T ONp,1 P = - oNp" T P = -T ONp,i T P =
, ,
(O(HP - CP)) = _ I1 P,' )
T ONp,1 T,P T '
où hP,' est l'enthalpie molaire partielle du composé i dans la phase p. Les éléments de ce
vecteur sont tous positifs en dehors de la région critique.
. est la dérivée seconde de l'enthalpie libre de la phase p par rapport à NP. Or les
enthalpies libres sont convexes et homogènes de degré 1 par rapport aux variables exten-
sives NP. Les I1P,i sont donc homogènes de degré O.Les sont des formes quadratiques
définies non négatives. Leurs matrices associées permettent de définir des applications
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linéai res dont le noyau, de dime ns ion l , est l'ensemble des vecteurs colinéaires à NP, Ceci
s' ex pr ime par la rela tion de Gibbs-Duhem (ou Euler) :
8p '
ôNpNP= O.
En multi pliant (Il l ) à ga uche pa r (Nif , flO US t irons
dT = < N,l.A > (.\") T
= -< N:,A > A(t..'')T
Soit N" la som me des éléments de N Pel les fractions molaires
(R.')
(1l.3)i\'/ OIIL d \' = fV" ÔlJ
v
dl'
aN'" 1 as'" < NL,!!. > " aN"
En not ant X = (X,);·l •. ,r et Y = (y.).: I.....", pt en utilisan t la rela tion (le C ibbs- Duhcm, (0. 2)
devie nt
Mais, par définit ion ,
Choisissons les coordonnées indé penda ntes r = (;: I )' = I " ..'C- I ct y = (y i)i=l. .,c- I Nous avons
clX = Pdx et d l' =l' dy , où P est la matrice rectangulaire c x (e - 1)
( t.: )
- \ ···- 1
et 1c_1 la matr ice identi té de dimension c - \ . SOliS l'h ypot hèse que les ent halpi es molaires
par t ie lles Je vapor isati on sont éga les pour tou s les compo sés, (0.3) s' écrit
l'T l' dI = f; pT P dy.
Montro ns que p T une forme quadrat ique définie posi t ive. Cette mat rice (c-1 ) x (c- 1)
est cla irement symétrique . De plus, si v = (v·)'· I,....<- 1
I: T pT = wT;;;pW,
avt"t: w = (Vi, ••. , v C-I , _ V i •. - VC-l ?, donc n'appartena nt au noyau de la for me définie
non négat ive
L'assertion est d émont rée car les valeurs propres de la mat rice j acobie nne de y = k(x ) sont
celles du faisceau p T P +>"1'7 P, où les deux m at rices sont dé finie s posit ives {36, :I7J.
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Annexe C
R emarque sur l'observateur d e
D eza-Ga uthier
Da ns sa thèse (vo ir [221ct lee références incluses) , F . D",7.ll.pre pose une nou velle mét hode P"'T'
mett ant la constr uct ion d'obse rva te urs pou r une classe de sys tè mes non-liné aires . San s remett re
en cau se son intérêt , nous discutons brièvement ici SOli applicabi lité aux colonnes à disti ll..r .
Dans ce cadre , il pourrait inte rvenir dans une comm ande par retour d 'é ta t sur le modèle com-
plet .
Cons idérons le modèle (L,V) d'u ne colonne bina ire de quatr e plat ea ux, à con de nseur total et
ali mentée au pla tea u 3 par un mélange au point de bulle. l' our les plateau x, les rétentions
molaires dans la vapeur sont négligées et [es réte ntions molaires dans le liquide sont tou tes
prises égales à 1. En nota nt :
Xi la com posit ion liqu ide ail plateau i;
- k(x; ) la composition vape ur ail plateau i;
- z la compositi on de la cha rge ;
- L , V ct F respec tiveme nt les d ébit s molaires (le liquide , de vape ur ct d 'alime ntat ion,
ce rnodè le s'é crü :
(C.I)
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= Xl,
{ =
y =
En reprenant les no tations de On " (voir [23]), le système (C.l) se réécrit, pour une sor tie
y=.l l
Deza montre que, sous certa ines conditio ns, l'état x du système précédent est observable. Il sait
alo rs cons tru ire lin obse rvat eur pour leq uel l'e rreur d 'observation co nverge asymp toti quement
vers zéro mai" doit pour cela uti liser Je changement de variable suivant :
(
h(x i )
z = x = [,g,h(x)
<p( ) L; ,h(x)
L:,h(x)
Ce changeme nt de variable s'& rit :
En pratique. il est nécessaire de calculer If!jacobien de 'P. Ici. <les dérivées de k(x) jusqu 'à
l'ordre 2 interviennent . Dans le cas d' une colonlie à n plateaux, des dériv ées jus qu'à l'ordre 11- 2
inte rv iendra ient. C'est cet aspect qui pose pro blème. En effet, les modi-ll'1lthermod ynam iques
d'o ù est issue la fonct ion k sont génér alement a justés, à l'ordre zéro, à par tir d 'expé riences. II
n'est donc pas réa liste num ér ique ment d'apport er un crédit important aux dérivéesn-ièmes de
k(x ). POlIr cett e raison, IlO US douton s de la pe rtinence de cette mét hode pou r les colonnes à
distille r, mêm e s'il est possible d'obtenir, voir [23J,des résu lta ts conc lua nt s lorsque les modèles
Je colonne sim ulé et ut ilisé pour l'obser vat ion sont identiques ou t rès proches l'un de l 'au t re
ct qu'il est possib le en outre d 'obtenir explicitement l'expression des dérivées de la fonctio n
J 'équilibre k .
Annexe D
Résultats d e la littérature
D .l Approx ima ti on d es systèmes
Nous présen to ns dans ce-tte sectinn
le théorème de T ikhonov , pour l' approx imation des sys tèmes singulièrement per tu rbés :
- te t héorème de la variét é cent re, qu i permet aussi d'a border l'approx ima t ion des systèmes
sing ulière rfll>nt perturbA.
D .1.! T héorème d e Tik hn nov
Soit le système
{
= f (x" ,u(I) ,ô)
= g(x ,z , U(t) ,E)
(D.1)
(D.2){ = f(x,z ,u(t), O)o = g(x,z ,u( t ),O).
où e est un pet it réel positj f, .:r l'é tal lent el z l'é tal rapide du sys tème, u les ent rées. f et 9
sont des fonct ions régulières. Soit (x(l, e ), z(t,e » la solution de ce système SUT l'in tervalle [0,T]
correspon dan t à la solut ion init iale x(O,e) = .:r0 et z(O,e) = ZO On peul associe r à (0 .1) le
sous-système lent
Supposons que ce système admette sur l'int ervalle [0, Tl uno solution (xo(t) , zo(t» J e condit ion
init iale :totO)= X O Pour l dans [0,1'], le sous-sys tèm e rapid e (en T = ' le) est
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T héo rè m e fi Si, pour" tout i E [0, TI, la mat rice associ ée à
= g(xo, z(r),u (O), O),
est à t'uleur",propres à parties rùlles nrgot ives, fi si de plus ZO appartit llt au bassin d'a ttra ction
d.
alors
{
lime_ o. z (l , t ) xo(t )
liTl1c_ o. z(t , e) == .lo(t )
uniform im erll su r tout in len' al lt f erm é de 10. TI .
Pour la preuv e, voir 1I27J.
D .1.2 Théor è me d e la variété ce nt re
(D.3)
{
dIdt == Al' + f(z ,y)
= 8 y + g(z ,y )
ad mett ant (D,a) pour point st a t ionnaire. Nous avons donc j(O,O) = 0 el y(O,O) = O. Nous
suppos ons de plus qu e les dérivées pa rtie lles de f et [1 sont nulles au po int stationnaire, que
to utes 1f'S valeurs propres de A sont à pa rti .. rée lle nulle et celles Je n à part k- n'ell e negat ive.
Soit le systè me
T hé orè me 6 !ii l'éq uation g(x,y) admd une Ullique solution y = h(r ), alors il exis te, pour
y proche de 0 a dans un voisinage du point sta tionnaire, une vanité inra 6anle
définie par :1I = h(r ). Sur ({ tic t'an ité appt/ ée t'an i té centre, la dynamiqu e s'é crit
u( t) vafant :l(t) plus un lerm e decroissent exponenti ellemen t vers O. De plus, si ed le dynamique
est localemen t stable en Il = 0, alors le point stat ion naire de (D.S) est stable. _
Ainsi, dan s un voisinage du point sta ti onnaire, il es t possible d 'ap proximer la dyn am iqu e
du systè me (0 .3) par la dy nam iqu e su r sa variété centre. Le CIUi (les systèmes sin guliè rement
perturbés peut êt re vu comme un cas part icu lier d 'applicat ion d u t héorème de la var iété cent re.
Il sulfit d 'indur e l 'équat ion de/dt = 0 dans la définit ion du sys tè me et de développer les champs
(le vecte urs définissant ce dernie r aut our de é = O. Pour de tel s dé veloppements , voir le livre
(II:'Car r [!:IJet les r éfé rences qu i s'y trouvent.
D .2. Le t héorè me d l' R c senbrock
D .2 Le théorème d e R osenbrock
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A la suite de t ravaux sur la dist illat ion [95], Rosenbrock d émontre un théo rèm e [96] permettant
la const ruct ion d 'u ne fonction de Lyapunov pour une classe de syst èmes, incl uant la d istillati on
rlans le cas bina ire [97]mais aussi certain s r éac teu r s [99]. L'objet de ce uc section es t J e rappeler
l'é noncé de ce th ffireme, ut ili"; ;" plusie urs reprises dan s ce mémoire.
T h éo r ème 7 [Rosenbrock] Soit le sysUme
* = f (X),
ou l'étal x de dimensÎon p (x = (,rit=l ... J. Supposons que
J. x E fi , oufi est un convexe j erm i born é de /fI? ;
2. f = (fT· I..... est contÎnûment dént'1I6le liur n ;
3. pour toute condition initi llle dans fi , III SOfll1iQn reste dans n j
(D A)
.;. tous les hors diagonaux de l 'a /!1J rori mllt ioll tangente de j sont po,'Iitifs ou nuls ,
.'J. pout' chllque colonne de l 'IlpproximlltiMI tangente de f , l 'opposé de lu somme des
est positif 0 11 nul;
6. S i, pour !Hle colonne i , le rU I défini au point précédent est nul, alors il u isl e une colonne
j diff érente de i leUe que fJf' lfJ,r' soit non nul. S i la somme des élément s de III colollne j
est nulle, alors il uisle une colonne 1:diff érenle des colonn es i et j pour laquell e fJr lihJ
est non 'lui. Si la somme de.'1 il ém ents de la colonne k est nulle, alors il eri ste une colonne
k ... Ce processus conduit à une cotonne 1 donl fa somme des éléments est non nut/e .
Alors, le sysU me (D.4) admet un unique poinl sltllionn airc dans n, globalem ent Il.'Iymptoti-
cucmcnt stable dans O.La j onct ion Ef=l IF(x)l est une j onct ion de LYllpunot' du systè me (/) .4) .
.
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